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PRÉFACE. 



Dans celle Notice sur la vie et les travaux de Laguerrc, 
j'aurai plus à parler rie ses travaux que de sa vie. Son exis- 
tence, ulile et laborieuse, n'a été ni agitée ni bruyante. Sans 
ambition, partagé entre ses devoirs professionnels, les joies 
de l'étude et celles de la famille, les seuls événements de sa 
vie ont été des découvertes. 

Laguerre naquit à Bar-le-Duc, le 9 avril i834- Dès le 
début de ses études, son talent naissant fut remarqué de ses 
maîtres ; mais il ne devait pas quitter les bancs du lycée sans 
avoir montré qu'il était autre chose qu'un bon écolier. 
En i853, n'étant encore que candidat à l'Kcolc Polytech- 
nique, il se signala par un travail original. 

Dans le programme d'admission à cette Ecole, la place 
d'honneur appartient à la Géométrie analytique. Cette 
Science se renouvelait alors par une révolution en quelque 
sorte inverse de la réforme cartésienne. Avant Descartes, le 
hasard seul, ou le génie, permettait de résoudre une ques- 
tion géométrique; après Descartes, on a pour arriver au 
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résultat des règles infaillibles; pour être géomètre, il suffit 
d'être patient. Mais une méthode purement mécanique, qui 
ne demande à l'esprit d'invention aucun effort, ne peut être 
réellement féconde. Une nouvelle réforme était donc néces- 
saire : Poncelct et Chasles en furent les initiateurs. Grâce à 
eux, ce n'est plus ni à un hasard heureux, ni à une longue 
patience que nous devons demander la solution d'un problème, 
mais à une connaissance approfondie' des faits ma thématiques 
et de leurs rapports intimes. Les longs calculs d'autrefois 
sont devenus inutiles, car on peut le plus souvent en prévoir 
le résultat. 

Laguerre a joué dans cette reforme un rôle très impor- 
tant, que son premier travail de jeunesse permettait déjà de 
pressentir. La théorie des propriétés projeclives de Poncelct, 
Tune des plus utiles des méthodes modernes, permet de dé- 
duire d'une proposition connue une infinité de propositions 
nouvelles. Mais, en i853, cette théorie était loin d'être 
complète; bien des points, et non des moins importants, res- 
taient encore à éclaircir : comment pouvait se faire la trans- 
formation des propriétés métriques des figures et, en parti- 
culier, des relations entre les angles? Le jeune lycéen résolut 
du premier coup ce problème qui préoccupait les fondateurs 
de la Géométrie moderne; sa solution, simple et élégante, 
fut publiée dans les Nouvelles Annales de Mathématiques. 

Il entra le quatrième à l'Kcolc Polytechnique. Si son rang 
de sortie fut un peu moins brillant, nous ne devons pas nous 
en étonner, car il fut à l'Ecole ce qu'il fut dans la vie. Le 
monde ne lui apparaissait pas comme un champ clos, ni les 
hommes comme des rivaux qu'il faut devancer à tout prix. 
Ce qu'il cherchait dans l'étude, ce n'était pas le succès, mais 



,Google 



le savoir; malheureusement, le chemin le plus court vers ces 
premiers rangs si ardemment convoites n'est pas toujours le 
travail original et lihre, qui fait perdre de vue le but auquel 
d'autres pensent sans cesse. 

Devenu officier d'artillerie et envoyé à Metz, à Mutzig, 
puis à Strasbourg, il ne publia rien pendant dix ans. 11 rem- 
plissait ses devoirs militaires avec une scrupuleuse ponc- 
tualité, et ses camarades pouvaient croire que sa profession 
l'absorbait tout entier. Ils se trompaient. Laguerre poursui- 
vait silencieusement les études qu'il avait si brillamment 
commencées et accumulait d'importants matériaux. 

Quand il revint à Paris, en 1864, pour remplir les fonc- 
tions de répétiteur à l'École Polytechnique, il lui eût été 
facile, en dévoilant les secrets qu'il devait à dix ans de tra- 
vail, de publier un important volume de Géométrie qui l'eût 
immédiatement classé hors de pair. 11 n'en fit rien. Les idées 
générales n'avaient de prix, à ses yeux, que par les applica- 
tions particulières où elles pouvaient conduire. Il ne com- 
muniqua donc ses résultats qu'un à un, avec sobriété, presque 
avec avarice. 

Difficile à satisfaire, il ne voulait rien livrer que de parfait. 
Ce n'est qu'en 1870 qu'il fit, à la salle Gerson, un Cours 
public, où il exposa ses vues d'ensemble sur l'emploi des 
imaginaires en Géométrie et dont les premières Leçons 
furent seules publiées, 

Aucune des ressources nouvelles de la Géométrie supé- 
rieure ne lui fut étrangère; il en créa quelques-unes; il les 
mania toutes avec habileté et bonheur. Les résultats sont 
trop nombreux pour que je puisse songer à les analyser ou 
même à les cnùmérer tous. Sur cent quarante Mémoires 
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qu'il nous a laissés, plus de la moitié sont des travaux de 
Géométrie et marquent la place qu'a tenue Laguerre dans ce 
mouvement dont j'ai parlé plus haut et d'où est sortie la 
Géométrie moderne. 

Il s'occupa d'abord de représenter d'une façon concrète 
les points imaginaires du plan et de l'espace; c'est ainsi, en 
particulier, qu'il fut amené à comprendre le premier le rôle 
important que joue l'aire du triangle sphérique dans la Géo- 
métrie de la sphère, et à étendre la théorie des foyers à 
toutes les courbes algébriques planes et sphériques. 

L'étude des courbes et des surfaces algébriques se rattache 
directement à la théorie des formes homogènes et de leurs 
invariants; tout théorème sur ces formes est susceptible, en 
effet, d'autant d'interprétations géométriques qu'on peut 
imaginer de systèmes nouveaux de coordonnées. Laguerre a 
créé deux de ces systèmes : le premier est applicable aux 
courbes tracées sur les surfaces du second ordre ; le deuxième 
est ce qu'il a appelé l'équation mixte et met en évidence les 
tangentes qu'on peut mener à îa courbe d'un point exté- 
rieur. Sa connaissance approfondie de la théorie des formes, 
alors naissante, lui permit de tirer de ces deux inventions 
tout le parti possible. Parmi ces résultats, je citerai seule- 
ment l'étude qu'il fit d'une surface du troisième ordre, réci- 
proque de celle de Sleiner. 

Les courbes et les surfaces anallagmatiques attiraient à 
cette époque l'attention des géomètres les plus éminents: 
plusieurs de leurs propriétés les plus importantes ont été 
découvertes par Laguerre. Il étudiait en même temps toutes 
les courbes du quatrième ordre, et en particulier i'hypocy- 
cloïdc à trois rcbrousseinents, la cardioïde, la lcmniscate, 
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les cassiniennes planes el sphériques, les biquadraliques 
gauches; ses résultais élégants, qu'il établissait toujours par 
une démonstration simple et ingénieuse, font nettement 
ressortir les rapports qui lient entre elles ces questions diffé- 
rentes. 

A côté de la Géométrie algébrique se développe la Géo- 
métrie infinitésimale, à laquelle se rattache l'étude de la 
courbure des lignes et des surfaces. Cette branche de la 
Science doit aussi beaucoup à Laguerre. Il y a appliqué 
tantôt les ressources du Calcul différentiel, tantôt celles des 
méthodes algébriques qu'il avait créées. Je citerai seulement 
ses recherches sur les lignes géodésiques et sur la courbure 
des surfaces anallagmatiques. 

Le célèbre théorème de Poncelet est une interprétation 
géométrique lumineuse de l'addition des arguments ellip- 
tiques. Laguerre l'éclaircit encore, en approfondit les cas 
particuliers, le rattache aux découvertes de Jacobi, enfin le 
généralise et l'étend aux fonctions hyperelliptiqucs. Le théo- 
rème d'addition de ces fonctions, si compliqué sous sa forme 
algébrique, est remarquablement simple et élégant sous son 
nouveau vêtement géométrique. 

Je ne puis que signaler en passant une ingénieuse exten- 
sion du théorème de .loacbimstahl aux surfaces du second 
ordre, et j'ai bâte d'arriver à un Mémoire trop peu connu 
et dont la portée philosophique est 1res grande. Ce Mémoire, 
qui a pour titre : « Sur les systèmes linéaires », a été publié 
en 18G7 dans le Journal de l'École Polytechnique. 

Les substitutions linéaires ont acquis dans l'Analyse une 
telle importance qu'il nous semble aujourd'hui difficile de 
traiter une seule question sans qu'elles s'y introduisent. 
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Laguerre devinait déjà, sans doute, l'avenir réserve à cette 
théorie et il en développait en quelques pages tous les points 
essentiels. 

Mais il ne se bornait pas là. Depuis le commencement du 
siècle, de grands e Abris ont été laits pour généraliser le con- 
cept de grandeur; des quantités réelles, on s'est élevé aux 
quantités imaginaires, aux nombres complexes, aux idéaux, 
aux quaternions, aux imaginaires de Gallois. Le domaine de 
l'Analyse s'agrandissait ainsi sans cesse et de tous côtés: 
Laguerre s'élève à un point de vue d'où l'on peut embrasser 
d'un coup d'œil tous ces horizons. Toutes ces notions nou- 
velles, et en particulier les quaternions, sont ramenées aux 
substitutions linéaires. Pour faire comprendre la portée de 
cette vue ingénieuse, qu'il me suffise de rappeler les beaux 
travaux de M. Sylvester sur ce sujet. 

Laguerre applique ces principes à la théorie des formes 
quadratiques et à celle des fonctions abélienues, et il re- 
trouve et complète sur divers points les résultats de M. Hcr- 
mite. Sans doute, il n'y a dans tout cela qu'une notation 
nouvelle; mais qu'on ne s'y trompe pas : dans les Sciences 
mathématiques, une bonne notation a la même importance 
philosophique qu'une bonne classification dans les Sciences 
naturelles. Le Mémoire que je cite en est d'ailleurs la meil- 
leure preuve. Laguerre touche à toutes les branches de l'Ana- 
lyse et force, pour ainsi dire, une multitude de faits sans 
aucun lien apparent à se grouper suivant leurs affinités natu- 
relles. 

Depuis 187/j, Laguerre faisait partie du Jury d'admission 
à l'Ecole Polytechnique. Ces délicates fonctions ne pou- 
vaient être confiées à un examinateur [dus compétent et plus 
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scrupuleux. Ces juges si redoutés sont jugés à leur tour, et 
quelquefois sévèrement, par (es candidats malheureux ou par 
leurs professeurs. Jamais un condamné n'a protesté contre 
un arrêt de Lagucrre. 11 savait mieux que personne distin- 
guer le vrai savoir, quelquefois moins brillant, de cette éru- 
dition superficielle due à une préparation habile. Aussi 
quelle souffrance pour lui quand un candidat, dont il avait 
dès l'abord deviné le mérite, se troublait dans la suite de 
l'examen et restait au-dessous de lui-même. 

C'est à ce moment de sa vie que j'ai commencé à le con- 
naître et. que j'ai pu apprécier, non seulement son rare talent 
de géomètre, mais sa conscience, sa droiture et sa grande 
élévation morale. Je me rappellerai toujours avec reconnais- 
sance la complaisance avec laquelle il mettait au service des 
débutants toutes les ressources d'une érudition vaste et sûre. 

Ses nouvelles fonctions ne détournèrent pas Laguerre de 
ses recherches géométriques; c'est à cette époque qu'il créa 
la Géométrie de direction. Il est peu d'exemples qui fassent 
mieux voir combien l'idée la plus simple peut devenir fé- 
conde quand un esprit ingénieux et profond s'en empare. On 
peut regarder une droite ou un cercle comme la trajectoire 
d'un point mobile; mais ce point peut parcourir sa trajec- 
toire dans deux sens opposés : c'est ce qui conduit à consi- 
dérer une droite comme formée de deux semi-droites et un 
cercle comme formé de deux cycles. De ce point de vue, les 
autres courbes se répartissent en deux classes : les courbes 
de direction qui sont susceptibles de se décomposer analy- 
tiquement, comme la droite, en deux trajectoires parcourues 
en sens contraire, et celles pour lesquelles une semblable 
décomposition est impossible. 
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Le parti que Laguerre a su tirer de cette distinction 
montre qu'elle n'est nullement arbitraire. Elle l'a conduit 
en particulier à une transformation géométrique nouvelle 
qui promet de n'être pas moins utile que les transformations 
déjà connues. 

Pour résoudre un problème nouveau, nous cherchons tou- 
jours à le simplifier par une série de transformations; mais 
cette simplification a un terme, car il y a dans tout problème 
quelque chose d'essentiel, pour ainsi dire, que toute trans- 
formation est impuissante à modifier. De là l'importance de 
la notion générale d'invariant que l'on doit rencontrer dans 
toute question de Mathématiques; elle devait s'introduire 
nécessairement dans la théorie des équations différentielles 
linéaires et fournir le moyen d'amener ces équations, par des 
opérations convenables, au plus haut degré possible de sim- 
plicité. 

Cette idée est due aussi à Laguerre, et M. Halphen a 
montré combien elle était féconde en développant à ce point 
de vue nouveau sa théorie des invariants différentiels. 

J'arrive à la partie la plus remarquable de l'œuvre de 
Laguerre, je veux parler de ses travaux sur les équations 
algébriques. Le théorème de Sturm permettait déjà une dis- 
cussion complète; la méthode de Newton donnait une 
approximation rapide et indéfinie. La question semblaitdonc 
épuisée. Mais ce n'était pas la première fois que Laguerre, 
abordant un champ où les esprits superficiels ne croyaient 
plus avoir rien à glaner, en rapportait une moisson nouvelle. 

La méthode de Sturm, il faut bien le reconnaître, a été 
plus admirée qu'appliquée. Pour obtenir le nombre des 
racines réelles d'une équation, on préfère généralement cm- 
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ployer des moyens détournés propres à chaque cas parti- 
culier; on ne pouvait donc trouver de nouveau qu'en dehors 
du cas général. 

La démonstration classique de la règle des signes de Des- 
cartes est d'une grande simplicité; Laguerre en a trouvé une 
plus simple encore. Ce n'eût été là qu'un avantage secon- 
daire, mais la démonstration nouvelle s'applique non seule- 
ment aux polynômes entiers, mais encore aux séries infinies. 
Ainsi transformé, le théorème de Descartes devient un in- 
strument d'une flexibilité merveilleuse ; manié par Laguerre, 
il le conduit à des règles élégantes, bien plus simples que 
celles de Sturm et s'appliquant à des classes très étendues 
d'équations. Une d'elles, qui, à vrai dire, est aussi compli- 
quée que celle de Sturm, a le même degré de généralité. 
Laguerre ne s'y arrête pas d'ailleurs, attiré plutôt vers les 
cas particuliers simples par son instinct scientifique. 

La méthode de Newton consiste à remplacer l'équation à 
résoudre par une équation du premier degré qui en dif- 
fère très peu; Laguerre la remplace par une équation du 
deuxième degré qui en diffère moins encore. L'approxima- 
tion est plus rapide; de plus, la méthode n'est jamais en 
défaut, au moins quand toutes les racines sont réelles. Le 
procédé nouveau est surtout avantageux quand le premier 
membre de l'équation est un de ces polynômes qui satisfont 
à une équation différentielle linéaire et dont le rôle analy- 
tique est si important. Je ne puis non plus passer sous silence 
une méthode ingénieuse pour séparer et caiculer les racines 
imaginaires, maïs dont Laguerre n'a pas eu le temps de tirer 
toutes les conséquences. 

Quelles sont, parmi ces propriétés, celles qui s'étendent aux 
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équations transcendantes? Laguerrc s'en préoccupe et est 
ainsi amené à approfondir la classification en genres des 
transcendantes entières; personne ne s'est avancé aussi loin 
que lui dans cette théorie, Tune des plus difficiles de l'Ana- 
lyse. 

L'étude des fractions continues algébriques nous per- 
mettra sans doute un jour de représenter les fonctions par 
des développements beaucoup plus convergents que les séries 
de puissances; mais peu de géomètres ont osé s'aventurer 
dans ce domaine inconnu qui nous réserve bien des sur- 
prises; Laguerrc y fut conduit par ses recherches sur les 
polynômes qui satisfont à une équation différentielle linéaire. 
De tous les résultats qu'il obtint, je n'en veux citer qu'un, 
parce que c'est le plus surprenant et le plus suggestif. D'une 
série divergente, on peut déduire une fraction continue con- 
vergente : c'est là un nouveau mode d'emploi légitime des 
séries divergentes qui est sans doute destiné à un grand 
avenir. 

Tel est ce vaste ensemble de travaux, algébriques et analy- 
tiques où Laguerrc a su, chose rare, s'élever aux aperçus 
généraux sans jamais perdre de vue les applications particu- 
lières et même numériques. 

Je m'arrête dans cette longue énumération de décou- 
vertes; je n'ai pu être court, et je n'ai pas même l'excuse 
d'avoir été complet, puisque je n'ai signalé ni les applications 
de la méthode de Monge ni celles du principe du dernier 
multiplicateur; mais la prodigieuse fécondité de Laguerrc 
rendait ma tâche difficile. 

S'il était vrai qu'on ne pût rencontrer la gloire sans la 
chercher, Laguerrc serait resté toujours ignoré ; mais, lieureu- 
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sèment, ses beaux travaux lui avaient attiré l'estime et 
bientôt l'admiration des juges les plus compétents, et il ne 
devait pas attendre en vain qu'on lui rendît justice. L'Institut 
lui ouvrit ses portes le n mai i883; peu de temps après, 
M. Bertrand lui confiait la suppléance de la chaire de Phy- 
sique mathématique au Collège de France. 

II est triste de penser que Laguerre ne put jouir que pen- 
dant peu de temps de cette double et légitime récompense. 
11 eut encore le temps, cependant., dans les quelques Leçons 
qu'il fit au Collège de Franco, d'exposer sous un jour tout 
nouveau cette belle théorie de l'attraction des ellipsoïdes, 
qu'il avait complétée par ses travaux personnels. Il siégea à 
peine à l'Académie des Sciences. Les examens d'entrée à 
l'École Polytechnique l'en éloignèrent d'abord, puis la ma- 
ladie l'obligea à quitter toutes ses occupations. 

Sa santé, qui avait toujours été délicate, usée par un tra- 
vail incessant et opiniâtre, était irrémédiablement perdue. 
Malgré les soins pieux dont Laguerrc était entouré, le mal 
fit pendant six mois de continuels progrès. Il mourut, le 
i4 août 1886, dans sa ville natale, à Bar-lc-Due. 

Il sera regretté non seulement de ses amis, mais de tous 
les hommes qui s'intéressent à la Science et qui savent com- 
bien de secrets il a emportés dans la tombe. 

H. PoTNCATif:. 
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THÉORIE DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 



Journal, dp. MnUuhxii tiques pures cl appliquées, :V si-'tîo, t. IX; i883, 



1. La règle des signes de Descartes consiste dans les deux pro- 
positions suivantes : 

F(x) design an.!, un polynôme ordonné suivant, les puissances 
de x, le nombre des racines positives de l'équation F(x) = o 
est au plus égal au nombre des variations du polynôme F (a:). 

Si le nombre des 'racines positives est inférieur au nombre 
des variations du polynôme, la différence est un nombre pair. 

Pour établir la première proposition, je démontrerai que, si elle 
est vraie quand le polynôme qui forme le premier membre de l'é- 
quation présente (m — i) variations, elle est également vraie quand 
ce polynôme présente m variations. La proposition sera, par suite, 
établie dans toute sa généralité, puisqu'elle a lieu évidemment 
dans le cas où tons les ternies du polynôme sont de même signe, 

Soit donc 

F(j)=A3-^... + Sb'-i-!i : t' + ...+ Rr» 

un polynôme ordonné suivant les puissances croissantes ou dé- 
croissantes de x et présentant m variations. L'équation 



où a désigne un nombre réel arbil: 
lives que l'équation 
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el la fonction qui constitue sou premier membre demeure finie et 
continue, quand x croit indéfiniment à partir d'un nombre po- 
sitifs aussi petit qu'on le vent. On peut donc appliquer le théo- 
rème de Rolle entre les limites oct + œ, et l'on voit que le nombre 
des racines de l'équation (i) est au plus supérieur d'une unité au 
nombre des racines de l'équation x" iCi+,i [a:F'(x) — y, F(x)] — o, 
ou encore de l'équation 

(a) rF'(*)-«ï(«) = Q, 

Les coefficients de celle équation sont respectivement 

*(/>-■), ..., M(r-a), N<«-a), ..., R(k-b). 

Le polynôme F(x) présentant m varialions, supposons que M 
et N soient de signes contraires, et choisissons le nombre arbitraire 
1. de telle sorte qu'il se trouve compris entre les nombres r et $('); 
on voit que, dans la suite précédente, les coefficients numériques 
des quantités A.,..., M et ceux des quantités N, ..., R sont de 
signes contraires. 

Le premier membre de l'équation (2) présente donc autant de 
variations que la suite 



c'est-à-dire (m — i) variations; il en résulte que cette équation a 
au plus (m — 1) racines positives et l'équation (i) au plus m ra- 
cines positives. La proposition 1 csl donc complètement établie. 

Pour démontrer la proposition II, il suffit, comme on sait, de 
remarquer que le nombre des racines positives de l'équation (1) et 
le nombre des variations du polynôme b(.'fi) sont toujours de même 
parité. 

2. La démonstration précédente ne suppose en aucune façon 
que les exposants p, . . . , r, s, . . ., 11 soient des nombres entiers; 

ils peuvent être frael roi tint ires ou même in< 



(') Ou pourrait pi-nndra plus *i7i 
mm- ii[i|iliciii ions des l'Miisidrvdliii 
s limilos, disposer do la va 
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présentant trois variations, a au plus trois racines positives; il est 
clair, du reste, qu'elle ne peut avoir de racine négative. 

On peut supposer également queF(u) soit une série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de x. Si elle est convergente 
pour toutes les valeurs positives de x plus petites qu'un nombre 
donné a, en cessant d'être convergente pour x = a, il résulte de 
la démonstration précédente que le nombre des valeurs positives 
de x, pour lesquelles in série F(.r) est convergente et a pour va- 
leur zéro, est au plus égal au nombre des variations de la série. 

De plus, si le nombre des valeurs de x qui jouissent de cette 
propriété est inférieur au nombre des variations de la série, la 
différence est un nombre pair. 

Lin eilet, le nombre des variations des termes de la série étant 
supposé lini (ce qu'il faut, nécessairement supposer pour pouvoir 
appliquer le théorème précédent), F (oc) est égal à un polynôme 
$(x) suivi d'un nombre indéfini de termes ayant tous le] signe du 
dernier terme de <D(x). Pour x = o, la série a le signe du premier 
terme de <&(x). Quand x tend vers la valeur de a, <&(x) tend vers 
une valeur finie; les termes complémentaires, qui sont eu nombre 
infini, ont tous le signe du dernier terme de &(x), et leur valeur 
absolue va en croissant indéfiniment, puisque la série est diver- 
gente pour x=- a. 

Donc, quand x s'approche indéfiniment de a, la série de<I>(.r) 
croît indéfiniment en valeur absolue en gardant le signe du dernier 
terme 'P(x) ; le nombre des variations de la série et le nombre des 
racines considérées sont par suite de même parité, d'où résulte 
immédiatement, fa proposition susénoncée. 

Des considérations toutes semblables s'appliquent au cas où 
F(x) est une série ordonnée suivant les puissances décroissantes 
de x, et encore à celui où F(.«) est une série procédant à la fois 
suivant les puissances croissantes et su î van tics puissances décrois- 
santes de la variable. 

3. Soit 
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/»<»> = A if 




f„,-,(x) = \vx -k u 




/„_(») = A, wi-t-A.w-1-A,, 




fi(x) — A. x m -'-\- Aiy;'"- 1 " 2 -^. . .- 




/(») -A,*- 4- A,»— I + ...H 






dont le dernier est précisément le polynôme donné. 

Les valeurs que prennent ces polynômes, pour une valeur 
donnée de la variable égale à et, se calculent facilement par voie 
récurrente; on a, en ell'et, la relation bien connue 

et les quantités j' m (a). /,„_,(«), . . ., f,(a), /(«) se rencontrent 
d'elles-mêmes quand on veut obtenir le résultat de la substitution 
de a dans/(.r). 

Cela posé, on peut énoncer la proposition suivante : 

Si ci est un nombre positif, le nombre des variations des 
termes de la suite 

est au moins égal au nombre des racines de l'équation f(x) = o 
qui sont supérieurs à a, et, s'il est plus grand, la. différence de 
ces deux nombres est un nombre pair. 

Pour lu démontrer, je considère l'identité 

&21 =/,„(«) J ; n .-.+/ m _ 1 ( ra )^-^... + /, (a ) + /(£i ; 

pour des valeurs de œ supérieures à ci, le second membre est déve- 
loppable en une série convergente procédant suivant les pu; 
décroissantes de x, et l'on a 



/l(rQ I /( "' I " /( "' : °' /( °' I ... 
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Le nombre dos valeurs de x, pour lesquelles la série esL conver- 
gente et a pour valeur zéro, esl. précisément le nombre des racines 
de l'équation /(a: ) = o qui sont plus grandes que a; ce nombre, 
en vertu de la proposition fondamentale que j'ai démontrée plus 
haut, est au plus égal au nombre des variations du second membre, 
lequel se réduit évidemment au nombre des variations des termes 
de la suite 

/,„(«), ./„,_,(«), /«-,(«) /.(«), /(«), 

d'où résulte le ibéorème énoncé précédemment. 
Gomme application, je considérerai l'équation 

Elle n'a pas de racines négatives; en calculant successivement 
le résultat de la substitution dans le premier membre des nombres 
i , 9. cl 3, on forme le Tableau suivant ; 



Tous les nombre relatifs à + 3 étant positifs, on en conclut 
d'abord qu'il n'y a aucune racine de l'équation qui soit supérieure 
à 4- 3 ; de plus, les nombres relatifs à -H a présentant une seule 
variation, on est certain qu'il y a une racine comprise entre -(- 2 
et -4- 3 et qu'il n'y en a qu'une. D'ailleurs, les nombres relatifs à 
-f- i ne présentant non plus qu'une variation, on en conclut qu'il 
n'y a qu'une racine supérieure à 4- i : c'est précisément celle que 
nous avons séparée ; si enfin on considère la transformation en -, 

la substitution de -+- 1 donne la suite de nombres -f-io, 4-i8, 
4- in, 4-20, -f- ic), qui ne présente aucune variation. L'équation 
n'a donc aucune racine inférieure à 4- i el, par suite, a une seule 
racine positive comprise entre 4- '■* ni 4- 3. 

i. La proposition précédente peut encore s'énoncer d'une autre 
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Le nombre a étant positif, il est clair que les quantités 

k fl a»\ A„«™ + Ai «'»-», A O'" + Aiffl'n-l + A S! O'«-2, ... 

ont respectivement les mêmes signes que les quantités /,„(«), 
fm— \{à)ifm-i{ct), ...; nous pouvons donc dire que le nombre 
des racines de i'équafion/(,r) — o est an plus égal au nombre des 
variations des termes de la suite 

A„«™, A(,«'«-h A, «'»-i. ..., A ( ,«» i -r-A 1 a»'-i + ..-^A„ ! _ 1 «+ A m . 

En général, P-l- Q -t- R -f- S + . . . désignant une suite quel- 
conque de termes, j'appellerai nombre des alternances de cette 
suite le nombre des variations de la suite 

P, P -+- Q, P + Q + R, P -+- Q -+■ R -+- S, .... 

Cette définition étant posée, le théorème précédent peut s'é- 
noncer de la façon suivante ; 

Soit le polynôme 

F(a-)= A.**+ BwP-(-CaïY4-...+ Lir\ 

où le second membre est ordonné suivant les puissances dé- 
croissantes de x, le nombre des racines de V équation F(x) = o, 
qui sont supérieures au nombre positif a. est au plus égal au 
nombre des alternances de la suite 

Ao<*-t- Bn?+Coï-. . .-+- La\ 

p' si ces deux nombres diffèrent, leur différence est un nombre 



La démonstration que j'ai donnée de ce théorème suppose évi- 
demment que les nombres a, [î, y, ... sont entiers el positifs, 
mais il est facile de voir que celle restriction est inutile. 

En premier lieu, si quelques-uns étaient négatifs, en multi- 
pliant V(x) par une puissance de x convenablement choisie (ce 
qui n'altère pas le nombre des racines positives de l'équation), on 
pourrait rendre tons ces exposants positifs. 

En second lieu, si quelques-uns des nombres a, p, y, ... étaient 
fractionnaires, on pourrait les rendre entiers en changeant x en 



,Google 



SUH LA THÉORIE DES KQIttTIOKS 

x">, <u étant le plus petit commun multiple des dénominateurs 
des nombres a, p\ y, .... La proposition a donc lieu, même quand 
les exposants sont négatifs ou fractionnaires, et, par un raisonne- 
ment connu, on en déduit qu'elle subsiste encore lorsque les ex- 
posants sont incommensurables. 

Rien n'empêche même de supposer que le nombre des termes 
de la fonction F(i') soit illimité, pourvu que la série composée de 
ses termes soît convergente pour.r = a. 

6. On peut chercher une limite du nombre des racines posi- 
tives d'une équation /(.#) = o qui sont inférieures à un nombre 
positif a, en considérant l'expression —_-- qui. pour toutes les 
valeurs de x comprises entre zéro et a, est développable en une 
série procédant suivant les puissances croissantes de la variable. 
La marche à suivre est exactement celle que j'ai suivie précédem- 
ment et, sans m'arréler aux détails de la démonstration, j'énon- 
cerai de suite la proposition fondamentale suivante : 

Etant dormi: Le. polynôme. 

F(x) = A**+B3>P+Cwï + .,.+ L^, 

où le second membre est ordonné suivant les puissances crois- 
santes de x et où d'ailleurs les exposants sont, des quantités 
réelles quelconques, positives ou négatives, commensurables ou 
incommensurables, le nombre des racines positives de l'équa- 
tion F(x-) = o qui sont inférieures à un nombre positif donné 
a est au plus égal au nombre des alternances de la suite 

A«3+BflP+Car + ...-i-L«*, 

et, si ces deux nombres d i (firent, leur différence est un nombre 
pair (•). 



(') Le cas où F(x) est ordonne suivant les puissances décroissantes de et 
donne également, lieu a la proposition suivante : 

t.r. nombre (Ici rurinei //initiées de l'iy/uatioii F (ec) ■ ■ o tjin seul supérieure: 
a I.' imité est au plus égaf ou- luimlire des alleriianr.es de ta suite 

A.-I- li-i-C-l- ... -■-!., 
el, si ces deux nombres diffèrent, leur dif/éeitiet: est. /m nombre pair- 
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Celle proposition subsiste quand le nombre des ternies de ^(x) 
est illimité, pourvu que la série composée de ces termes soit con- 
vergente pour x = a ; le nombre de ecs variations sera du reste 
évidemment fini, si la série tend, pour x — a, vers une limite dif- 
férente de zéro. 

Je mentionnerai, comme ras particulier et à cause de son im- 
portance dans les applications, le corollaire suivant : 

Le nombre des racines de l'équation F(;c) = o qui sont 
comprises entre o et + 1 est au plus égal au nombre des al- 
ternances de la suite 



et, si ces deux nombres di (feront, leur di jférenec est un nombre 
pair. 

G. Soit f(x) un polynôme entier et posons 

F(f)=/(. + r)=/( B )+»/(.)+^(.)+.., 

k désignant un nombre positif, il résulte de ce qui précède que le 
nombre des racines de l'équation F(#) = o qui sont comprises 
entre o et h, ou, en d'autres termes, le nombre des racines de 
l'équation /(x) = o qui sont comprises entre a ela-h-h, est 
au plus égal au nombre des alternances de l'expression 

/(«)+*Ae) + ^/(«)+.- 
En posant 

F Or) = /(«-*) = fia) _*/•(„)+ £^ f\a)+..., 



on verrait de même que, h étant une quantité positive, le nombre 
des racines de l'équation /(x) = o, qui sont comprises entre a et 
a — h, est au plus égal au nombre des alternances de la suite 

f { a)-hf(a)-^f~f'{a) + .... 

On peut donc énoncer cette proposition : 

f[x) étant un polynôme entier, a et h deux nombres quel- 
ronques positifs ou négatifs, le nombre des racines de Véqua- 
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t ion f(x) = o qui sont comprises entre et et a — h est au plus 

égal an nombre des alternances de la suite 

et, si ces deux nombres diffèrent, leur différence est un nombre 
pair. 

Remarque. — Considérons les diverses quantités 

f{a\ /{a) + hf{a), /(a) + hf'(a) + -^f'(a), .... 

dont la dernière est précisément f(a -H A), et soient respective- 
ment P et Q la plus petite et la plus grande d'entre elles; toutes 
les expressions 

f{a)-V. /(«)-P + A/'(«}, /(a) -P-t-hf(a) + j^f\a), ... 

seront positives; il en résulte, si l'on pose f{x) — P = <?(x), que 
la suite 

? (o) + A î '(a)-i-~ T '(a)+"- 

ne présente pas d'alternance. L'équation f(x) — P = o n'a donc 
aucune racine comprise entre a et « + h; on prouverait également 
qu'il en est de même de l'équation /(#)— Q = o; d'où cette con- 
clusion importante : 

Lorsque x varie depuis x— a jusqu'à x = a-h h, la valeur 
du polynôme f(x) demeure constamment comprise entre les 
nombres P et Q. 

7. Le théorème précédent n'est qu'un cas particulier d'une pro- 
position plus générale, qu'il est facile d'établir directement et que 
l'on peut énoncer de la façon suivante : 

f(x) désignant un polynôme entier du degré n, soient w un 
nombre arbitraire, a et b deux nombres quelconques ne com- 
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prenant pas entre eux le 

par V le nombre des aile, 



: <■>; cela posé, si l'on désigne, 
que présente la suite 



(O /(«) + <* 



X-)f{T)^ 



£/■(*)+. 



, (M-g> 



/»(*>■ 



quand on y remplace x par a, el pur V /e nombre des alter- 
nances de cette suite quand ou y remplace x par b, le nombre 
des racines de l'équation f(x) = o comprises entre a et b est 
au plus égal à la 'valeur absolue de la différence "V — V. Si 
les nombres a et b comprennent w, le nombre des racines com- 
prises entre a et b est au plus égcd à la somme V + V ; dans 
les deux cas, la différence des deux nombres, si elle existe, est 
un nombre pair. 



Pour établir celle pr< 
jour abréger. 



pOS! 



■ J e 






quen post 



=A»ï + (« 



le nombre des alternances du I i suite (i), pour une valeur donnée 
de X, est le nombre des variations des termes de la suite CJ , U|, -.., 
Uj-i> U,-, U| +l , .-., U„, dont la dernière est la constante /(w). 
En supposant, pour fixer les idées, «< b -< tu, examinons com- 
ment peut se modifier ce nombre de variations, quand x croit 
d'une façon continue depuis x = a jusqu'à .r — - b. 

Soit une fonction intermédiaire U;, qui s'annule pour une va- 
leur a. de x comprise entre a et b: le nombre des variations de la 
suite ne peut changer si U,-_, et L, + , sont de signes contraires. 

Or on a évidemment 



IW«) = 



aV ' 



quantité qui 
d'ailleurs 



(<- + ,)■ 
ne que/' +, ( 



Un calcul facile donne 



l'IM = ¥ 
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d'où l'on voit que UJ(a) cl U, + , (7.) sont de même signe. Si donc 
Uj_i(a) et U, +( (a) sont positifs, Uj(«) est également positif et 
U/(x), étant croissant pour a: = a, passe du négatif au positif, ce 
(]iii fait perdre deux variations à la suite considérée. Si, au con- 
traire, U/_ ( (a) etU/ + ,(a) sont négatifs, LT|(.r) passe du positif au 
négatif, ce qui fait perdre également deux variations. Il ne peut 
donc y avoir que des variations perdues, et en nombre pair, si 
l'une des fonctions intermédiaires s'annule quand x varie depuis 
x = a jusqu'à x = b. 

Quand la fonction \S n —f(x) s'annule, on voit qu'il y a tou- 
jours une variation perdue; la proposition est done démontrée 
dans le cas où a et b sont tous deux inférieurs à u>, et une démon- 
stration entièrement semblable à la précédente s'établira facile- 
ment dans les autres cas. 

Pu 1 marque. I. — Si le nombre arbitraire o> est supposé infini- 
ment grand et positif, les fonctions (J , Lî,, CJ S , ... ont respective- 
ment les mêmes signes que les fonctions /(at), f(x), f"(x), ..., 
et l'on retrouve ainsi le théorème de Budan. 

Remarque II. — Le nombre m étant une limite supérieure des 
racines de l'équation, la proposition précédente donne le nombre 
exact des racines de l'équation lorsque toutes les racines sont 
réelles et que les nombres a et b sont inférieurs à <■). La même 
chose a lieu, toutes les racines de l'équation étant réelles, lorsque 
w est une limite inférieure des racines et que a et b sont supé- 



8. La méthode que j'ai employée ci-dessus, pour obtenir une 
limite du nombre des racines de l'équation f(x) — o, qui sont su- 
périeures à un nombre positif «, repose sur la remarque suivante, 
à savoir que 1 équation ■■-— - = o a ces mêmes racines et que le 
développement de ; _^'' suivant les puissances décroissantes de x 
est convergent pour toutes les valeurs de x supérieures à a. 

11 est clair que j'aurais pu faire également usage du développe- 
ment de l'expression ,"''„' °" /' désigne un nombre entier 
arbitraire, et il est même facile de prouver que l'on obtiendrait 
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ainsi, en général, une limite plus approchée. Kn désignant, en effet, 
par <I>(.r) une série procédant suivant les puissances entières (crois- 
sanles ou décroissantes) de x, on démonlrera nisément que, a dé- 
signant un nombre positif quelconque, l'expression 1>(x)(x — a) 
(laquelle est généralement une série, mais qui peut accidentelle- 
ment se réduire à un polynôme entier) présente au moins autant 
de variations que la série *(#); la démonstration est entière- 
ment semblable à celle du lemme de Segner, sur lequel repose la 
démonstration que ce géomètre a donnée de la règle des signes de 
Descartes. 

11 en rcsullc réciproquement que, 'V(x) désignant un polynôme 
entier ou une série procédant suivant les puissances entières (crois- 
santes ou décroissantes de x) cl a désignant une quantité quel- 



a« plus, autant de variations que le développement deF(#); on 
peut ajouter que, si les nombres de ces variations sont différents, 
leur différence est un nombre pair. 

La même chose a évidemment lieu si l'on considère l'expres- 
sion plus générale ; où tp(#) est un polynôme quelconque 
décomposable en facteurs de la forme x — ■ a, a étant réel et po- 
sitif. 

Ayant fait celte remarque importante, je considère l'expression 
•w ' ou f( x ) désigne un polynôme entier, a un nombre po- 
sitif et p un nombre entier arbitraire. 

Soient il le nombre des racines de l'équation f(x') ■= o, qui sont 
supérieures à a, et V le nombre des variations que présente le 
développement de l'expression précédente, suivant les puissances 
décroissantes de x ; il résulte, d.es propositions énoncées ci-dessus, 
que n est au plus égal à V (leur différence, s'il y en a une, étant 
d'ailleurs un nombre pair); le nombre V ne peut que diminuer 
quand le nombre entier p augmente : il ne peut pas d'ailleurs dimi- 
nuer au-dessous d'une certaine limite, puisqu'il doit être toujours 
supérieur à n. 

Le point essentiel dans cette méthode, pour en déduire le 
nombre n avec le plus i\ approximation possible, serait de déter- 
miner exactement cette limite du nombre V, lorsque p grandit 
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S NUMERIQUES. i:> 

indéfiniment; inais cette i ichciclic paraît présenter de granules 
difficultés. 

Je ferai, de préférence, usage fie la proposition suivante : 

Si l'on me, la fraction -f^±-, sous la forme mimnte : 



oit les exposants a, 'fi, .... ï. vont en décroissant (X pouvant être 
négatif), ce qui d'ailleurs peut se faire d'une infinité.'.de. ma- 
nières, le nombre des racines de /'équation f{x) = o qui sont 
supérieures au nombre positif a est au plus égal au nombre, 
des variations des termes de la suite 

A, B, ..., L; 3, 8, .... î, 

et, si ces deux nombres diffèrent . leur différence est un nombre 



pair. 



Soient, en effet, n le nombre îles racines de I équation proposée 
qui sont supérieures à «, et V le nombre de variations que pré- 
sente le développement de _ suivant les puissances décrois- 
sautes de x, on a, comme je l'ai démontré, 



Désignons maintenant par V„ le nombre des variations de la suite 

A, B, ..., L, 51 

et par V, le nombre des variations que présente le développement 
en série de l'expression 



Il résulte de ce qui précède que V, est au plus égal au nombrt 
es variations que présente le développement du produit pai 
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(x —a) de l'expression (i), t 
du développement de 



- a y ■■■ ' [œ-ay-i' 



en désignant par V(5t, Ï3) le nombre des variations que pré- 
sentent les deux quantités 5L et 1,1 ( nombre qui est d'ailleurs zéro 
on l'unité), par V» le nombre des variations que présente le déve- 
loppement de l'expression 

_9 ^ g S 

v,?V(a, s») -h v, 

et, de même, 

V,gV<îl. C)h-Vj, 

V s désignant le nombre des variations que présente le développe- 
ment de l'expression 



d'où l'on déduira sans peine 

V,5V(3l,9)-!-V(9, €)-. ..--~X (&.£). 
et de là résulte immédiatement la propositii 

9. L'application du théorème précédent se fait de la façon la 
plus simple dans le cas où a est égal à l'unité, cas auquel se ra- 
mène aisément le cas général par un changement de variable, cl 
en faisant usage d'un algorithme qui a déjà été cmplové par Hornei' 
et par Budan. 

Cet algorithme consiste à former successivement, et par voie ré- 
currente, les différents coefficients des développements de r>S£l , 
- /_ , t _ . i ■■■ suivant les puissances décroissantes do x. 

Soit, pour fixer les idées. 
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un écrira d'abord (Tableau A) les coefficients de celte équation 
(les coefficients des puissances qui manquent étant remplacés par 
des zéros), en les faisant suivre d'une suite indéfinie de zéros. 

Au-dessous, dans une première ligne horizontale, on écrira une 
suite de nombres a e , a,, a it ..., dont le premier est a , chacun 
des suivants étant formé en addition nantie terme précédent avec le 
terme de la suite précédente qui se trouve dans la même colonne 
verticale, en sorte que a, =- «„ + «i ■ «a=«i-r- a ai ■••' on v0 '' 
ainsi qu'à partir du terme a 4 les termes suivants a s , a e , a lt ... 
sont tous égaux entre eus. Les nombres ainsi* obtenus sont, comme 
îl est facile de le voir, les coefficients du développement de -— - 
suivant les puissances décroissantes de .r. 

Au-dessous, dans une deuxième ligne horizontale, on écrira une 
suite de nombres b lt , b,, b.,, ... déduits des nombres a ,a u a^, ... 
comme ceus-ci l'ont été de a , «,, a 3 , ..., en sorte que 

b„ — a , !>i = b„^r- a,. b s — £,+ a ? , . . .: 

ces divers nombres sont les coefficients du développement de 
' " — - suivant les puissances décroissantes de x. 

En poursuivant et observant la même foi, on formera une suite 
de lignes hori/.oii talcs 



dont les divers termes donneront les coefficients des développe- 
ments r™^ > , _ u > _ u ' '■'• suivant les puissances dé- 
croissantes de x. 

Si, en particulier, on considère les nombres « a , b t , c 3 , d 3l 
e u /„, îl est aisé de voir qu'à des facteurs numériques près po- 
skifs, ils sont é s a»*à/(,),/(.),/"(.), /"(.), /"(!),/'('); c'en 
dans le but de former ces nombres d'une façon commode et rapide 
que Budan faisait usage du '.l'ableau précédent, et il résulte de son 
théorème que le nombre des variations, présenté par la suite de 
ces ternies, donne une limite supérieure du nombre des racines 
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de l'équation qui sont supérieures à l'unité. Mais on peut faire 
usage de ce Tableau d'une manière souvent plus avantageuse. 



d, . . d % . . rf s . . dk 



/„ . . /. . . fi . . /, A fi h fi fi 

go g\ g* g* Si g-* gt gi gî 

En se reportant, en effet, à la façon dont a été construit ce 
Tableau, on voit sans peine mie l'on a les identités suivantes : 






*i(a,_i)i «i(af-r)» »■[*-!>•' 

d'où résulte, en vertu du théorème énoncé ci-dessus, que le nombre 
des racines de l'équation /(je) = o, qui sont supérieures à l'unité, 
est au plus égal ait nombre des variations que présente chacune 
des deux suites 

d a , d u d,, d*. d-,, c-„ &„ a-, 

D'une façon générale, si l'on convient d'appeler diagonale prin- 
cipale la diagonale qui renferme les nombres « 5 , b u c 3 , d.,, e,. 
f a et qui donne (à des facteurs numériques près positifs) les va- 
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leurs de/(_t') et de ses dérivées pour jc = i, on peut énoncer la 
proposition suivante : 

fi tant forme le Tableau \, si l'on suit une ligne horizontale 
quelconque jusqu'à ce que l'on atteigne ou que l'on, dépasse le 
terme correspondant, de la diagonale principale et qu'ensuite 
on parcoure le Tableau obliquement et parallèlement à cette 
diagonale jusqu'à la première ligne horizontale, le nombre 
des racines de l'équation /|,r) = o, qui sont supérieures à 
l'unité, est an /dus égal au nombre des variations que présen- 
tent les termes du Tableau que l'on a rencontrés successive- 
ment pétulant, ce. parcours ; et. si ces deux nombres diffèrent, 
leur di [fërence est un nombre, pair, 

En se reportant nu Tableau A. on voit ainsi que le nombre des 
racines positives supérieures à l'unité est au plus égal au nombre 
des variations que présenienl les tenues de la suile 
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La diagonale principale donne les termes i, 3, — i, 3, qui pré- 
sentent deux variations; l'application du théorème de Budan in- 
diquerait donc la possibilité de deux racines. 

Mais la suite r. 3, :>., a, 3, formée en suivant la troisième ligne 
horizontale jusqu'au terme + a et eo remontant parallèlemenl à la 
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racine supérieure à l'unité. 

Pour voir si elle a des racines inférieures à l'unité, considérons 



qui montre immédiatement que l'équation proposée n'a pas de 
racines positives ; l'application de la régie des signes de Descartes 
à la transformée en —x fait voir d'ailleurs qu'elle a une seule 
racine négative. 

h'.rt'mp/r- IL — Sort I équation 



qui n'a évidemment aucune racine négative. Pour avoir une limit 
du nombre des racines supérieures à l'unité, nous formerons 1 
Tableau suivant : 



—'i 5 —2 



Les termes de la diagonale principale t, — t. 3, — '.t, a offrent 
ici quatre variations, et par suite l'application du théorème de 
Budan permet de croire à l'existence de quatre racines; mais, la 
suite i , o, :-, 1, o, '.: ne présentant aucune variation, on en conclut 
que l'équation n'a aucune racine supérieure à l'unité. 
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s un la liiÉoriiL nts tijiMiioNs nu ut tuants. ai 

Pouf rechercher les racines inférieures à l'unité, je considère la 

! ruiisl'urmcc en . 



qui donne le Tableau suivant 



g ,. 3 .. g -. io 

Comme la suite 9, 3, g, 10, 2 n'a pus de variations, on voit que 
l'équation donnée n'a pas de racine positive inférieure à l'unité; 
toutes ses racines sont donc imaginaires. 

Exemple II/. — Soit l'équation x'> — 3# s + 9# — 9=°i la 

transformée en — x. 



montre immédiatement qu'elle a. une seule racine négative. Poui 
te du nonibre des racines positives supérieures ; 
l'unité, je forme le Tableau suivant : 



Les termes de la di 
mais, la suite 

i, 3, 3 



aie principale présentent trois 
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rien présentant qu une, on voit que I équation proposée a une 
seule racine supérieure à l'unité. 

A l'égard des racines positives inférieures à l'unité, je considé- 
rerai la transformée en - , 



qui donne le Tableau .suivant ; 

'J — !> 4 —i 

d'où l'on conclut que l'équation n'a pas de racines inférieures à 

H. Soit f{x) un polynôme entier; eu désignant par w une 
quantité positive el par m un nombre entier arbitraire, considé- 
rons le développement, suivant les puissances croissantes de x, 
de la fraction 

,/ï.r 



o-r 



Soit V le nombre des variations de ce développement; il résulte 
de ce qui précède que le nombre V ne peut que diminuer quand le 
nombre m augmente; il est d'ailleurs, au moins, égal au nombre p 
des racines positives de l'équation f(x) = o, qui sont inférieures 
à ta. Cela posé, faisons croître indéfiniment les nombres o, et ni, 



positifs; - — ayant pour limite c 3J ", on peut énoncer la pro- 
position suivante : 

; désignant un nombre pusitij, le nombre V des variations 
que présente le développement de e' x f(x) suivant les puis- 
sances croissantes de x ne peut que diminuer, quand z aug- 
mente, et il est au moins égal au nombre p des racines posi- 
tives de l'équation /(.r) — o, 
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Soienl 

ei. 

.»/<») = A.+ A,» + .V,^ + A, j^j*...; 

Ao=«oi Aj = rto-3 -r- «i, A» — «(î ! -i- u#i-3 H- aftj, .... 

cl, en général, 

A, = o,V+i«, •" + ■ !(i-Oo 1 ««+i(.--i)(i-a)a,.'-« + .... 

D'où l'on voit, ; étant positif, que A,- est de même signe que 
l'expression 

si donc on tonne le polynôme 

F(.r) = «„ 3 « + ai 2*-'x H- «,c«-^(^ -l) + . . . 
+ o.«-(a— 0...(i-» + i), 
le nombre \ est égal au nombre des variations de ta suile 
l-'(o), F(i), F(a) 

I »(») = «,+ »,* + <*»(» - ») -4- 0,1(1- «) (« - 1.)+. . . 

V est aussi égal au nombre des variations de la suite 

• <o), *<«), »(*«), .... 

En désignant par// le nombre des racines positives de l'équa- 
tion <$>{x) = o, on a d'ailleurs V</>'; d'où, en vertu de la relation 

P >P- 

\i n si L'équation <P(x)= o a au moins autant de racines posi- 
lives que L'équation /( a.) = 0; en particulier, si I ' équation /(.*') = n 
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Je remarquerai, de plus, que, V étant dans ce cas égal à/>, la sub- 
stitution dans •P(x) des nombres o, w, iw, ... doit précisément 
donner p variations; d'où il résuite que, i désignant un nombre 
entier quelconque, l'équation <&(#) = o a, au plus, une racine 
comprise entre itù et (/+ i)ui. 
Posons, par exemple. 



Ou voit que l'équation *{-c) = o a toutes ses racines réelles 
et, de plus, qu'on peut le* séparer toutes en substituant dans le 
polynôme 'I»(x) la suite des nombres 



12. Comme je l'ai démontré, le nombre V des variations des 
termes du développement de e^f(x) est au moins égal an nombre 
p des racines positives de l'équation /(&■) = o; ce nombre ne 
peut d'ailleurs que diminuer lorsque z prend des valeurs de plus 
en. plus grandes. On peut se demander si, pour des valeurs suffi- 
samment grandes de ; (et, par conséquent, pour toutes les va- 
leurs plus grandes), V sera précisément égal à p. 

Supposons, ce qu'il est toujours permis de faire, que l'équa- 
tion/(.r) = o n'ait pas de racine nulle. De ee que j'ai établi plus 
haut, il résulte, en supposant s positif, que V est au plus égal au 
nombre des racines positives de l'équation <J?{ar) = ci, où 'P(x) 
représente le polynôme qui figure dans l'égalité (A) (n° 11). 

Soit <i)*0(w) le discriminant de ce polynôme ; le nombre entier 
k sera générale m en l égal à zéro, sauf le cas où l'équation /(w) — o 
a des racines égales. Désignons par w, un nombre positif infé- 
rieur à la plus petite racine positive de l'équation 0(jc) = o. et 
faisons varier par degrés insensibles <o, depuis o jusqu'à dv L'é- 
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quation 1> (x) = o n'ayant jamais de racine nulle, puisque « est 
différent de zéro, aucune racine négative ne pourra devenir posi- 
tive; les racines qui étaient imaginaires pour tù = o ne sauraient 
devenir positives, car elles ne le pourraient qu'en devenant 
égales deux à deux, ce qui est impossible, puisque <■> est plus petit 
que o),. 11 pourrait se taire, si l'équation /(.*) — o a des racines 
égales, que certaines racines positives multiples devinssent imagi- 
naires; dans tous les cas, p' désignant le nombre des racines posi- 
tives de l'équation <f»,{a;) = o, où ^>,(x) désigne ce que devient 
le polynôme '^(,x) quand on y remplace u> par w,, on ap'^p. 

Or, on a V<//et, par suite, ~:p; d'autre part, V>/?; de là ré- 
sulte V = p; ainsi le nombre «>, ayant été choisi comme je l'ai dit 
plus haut, si l'on pose ;~ — , on est assuré que pour cette valeur 
de s (et pour les valeurs plus grandes) le nombre des variations 
que présente le développement de e :x f(x) est exaefement égal on 
nombre des racines positives de l'équation f(x) = o. 

Ce théorème subsiste évidemment si celle équation, contraire- 
ment à ce que j'ai supposé, avait des racines nulles. 

De là résulte une méthode entièrement différente de celle de 
Lagrange et de celle de Sturm pour déterminer exactement le 
nombre des racines positives d'une équation. 

Celte méthode exige seulement le calcul du discriminant ki''&(oi) 
du polynôme 1>(,r); mais, ce polynôme étant une fonction de la 
variable w, le calcul de ce discriminant ne laisse pas que d'être 
très pénible. 

On a ensuite à déterminer une limite inférieure tu, des racines 
positives de l'équation 6(<o) = o et, cela posé, le nombre des va- 
riations de la suite indéfinie 

*,(<>), »,(«,), *,(«,), ... 

donne exactement le nombre des racines positives de l'équation 
proposée, 

Bien que ce procédé ne soit guère pratique, j'ai cru cependant 
devoir le mentionner, eu égard au petit, nombre des méthodes qui 
permettent de déterminer le nombre exact des racines d'une équa- 
tion qui sont comprises entre deux limites données. 
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13. Soit 

F(>) = fl ll +ai,T+ a,œ 

une série indélïnie ordonnée suivant les pu. ;,=<,., ■ - . . ■■ 
de x, dans laquelle je suppose ions les coefficients positifs t 
le premier étant différent de zéro. 
Considérons l'équation 

(!) /(»)== A 1 F(b,») + A,F(«,»J + ...+ A.F(b«») = o 1 

où les ai désignent des quantités positives que je supposera 
gces par ordre décroissant de grandeur, en sorte que l'on ait 

*i>*i>* a > -.. >a„-i >«„. 

Cela posé, si nous développons en série le second meml 
l'équation (i), nous aurons 

/(*)-a,(A 1T .\ 1+ ...+ A,) 

+ «i(A 1 « l + A,a, -H...H A..»)* 
4-a,(A i *î + A,*i+...-i-A 1 , i il)*> 
+ o,(A,«t i-A 1 «j+„.+ A,ïi)»» 



el il résulte de ta règle des signes de Descaries que le nombre/) 
des racines positives de l'équation (r) [c'est-à-dire le nombre des 
quantités positives qui annulent f(.r') et pour lequel le dévelop- 
pement en série de cette fonction est convergent] est au plus 
égal au nombre des variations que présentent les ternies de la 



série indéfinie 
(AI 



A, -H \, T...+ .1,,, 

.,*, + A s a 3 +...+ A„ï, 



mile supérieure du no ml 
au terme de rang/. 
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et désignons par V le nombre des variations que présentent ees 
r + i premiers termes. 

En désignant pur V" le nombre des variations de la série indé- 

Aiaj-H A»'4 +. ..-t-Anaj,, À., sj M -t-Ai«j M -(-... -t-A»^ 1 , ..., 

on a évidemment V= V'+V. 

Or la seconde série se composant des valeurs que prend la 
fonction 

iM'T)=A,^-; + A ! 4i-s + ... + A„ji l j,; : 

lorsqu'on y fait successivement x = o, oc = r , x—:>., .... le 
nombre des variations des termes île celle série est au plus égal au 
nombre des racines positives de l'équation <&(#) = o, ou encore 
au nombre des racines supérieures à l'unité de l'équation 

(a) \i»'_a"«an- Aja^ 10 *». -h.'..+ A H ai, a l °B«- = o, 

que l'on déduit de la précédente en posant e x = ;. 

Les nombres positifs a,, a 2 , .... n.„ allant en décroissant, il en 
est de même des exposants loga L , loga.,, . . . , loga,^ il en résulte. 
en vertu d'une proposition démontrée plus baut (W S), que le 
nombre des racines de l'équation (a) qui sont supérieures à 
l'unité est au plus égal au nombre des alternances de la suite 

A,a f ; + A,4- 1 -... + A„a{", 

En désignant par R le nombre de ces alternances, on aura donc 

V<R et V<Y' + R; 
d'où encore 

p<X'-h R. 

I i. Considérons, en particulier, le cas on l'on arrête la série (A) 
à son premier terme; il résulte de ce qui précède que y) est au plus 
égal au nombre des racines de l'équation 

qui sont supérieures à l'unité, et l'on penl énoncer cette proposi- 
tion importante : 
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Le nombre des racines positives de. V équation 

\ i F(«,*)-)-AsF(«,3>)-i-...+A H F(ix„af)=o, 

où les quantités a, , -au, . . -, «„ .so«i des quantités positives ran- 
gées par ordre décroissant de grandeur, est au plus égal au 
nombre des alternances de la suite 

i,-HA s H-A 1 -i-...-t- A„. 

15. On aurait pu, d'une façon plus générale, considérer l'équation 

A,F( îlï ) + A 1 F( li r)+...+ A„l'Ki)=*(ï), 

où <['(x) désigne un polynôme entier. Mais je crois inutile de 
m'élendre sur ce sujet; ce que j'ai dît plus haut suffit pour faire 
voir de quelle manière on pourrait traiter cette question. 



-s:- 



9>(a)rfz = o. 



16. Appliquons les résultais précédents au cas où F(#)= e?\ le 
développement de celle fonction est, comme on le sait, convergent 
pour toutes les valeurs de la variable et ne présente que des coeffi- 
cients positifs, 

Soit l'équation 

(,) A, e ^+A se ^ + ...-hA„ e w=o : 

où les nombres a ( , a., } . . . , a n vont en décroissant et sont, du 
reste, positifs ou négatifs. 

Cette équation a évidemment les mêmes racines que l'équation 



où k désigne un nombre positif arbitraire que l'on pourra toujours 
choisir de telle sorte que les nombres (k + a,), (k -\- ■)-.), ■■■■ 
(k + a„ ) soient tous positifs. 

En appliquant le théorème du n° 14, on voit que l'équation (i) 
a au plus autant de racines positives que la suite 

(A) v 1+ .\, + ... + Afl 

présente d'alternances. 
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Supposons maintenant que les nombres a,, a.,, . . ., a„ 
les différents ternies d'une progression arithmétique dont la raison 
soit très petite ei dont le premier ternie et le dernier terme soient 
respectivement — ■ a et — b ; je suppose a < h. Les coefficients 
A c , A,. ... élan!, complètement arbitraires, on voit que l'équation 
pool, quand la raison de la progression tend vers zéro, se mettre 
sous la forme 



/' 



-Hz),k, 



où <&(z) désigne une fonction entièrement arbitraire, continue ou 
discontinue d'une façon quelconque, pouvant par exemple être 
nulle dans autant d'intervalles qu'on le veut. 

D'autre part, le nombre des alternances de la suite (A) est au 

plus égal au nombre des racines de l'équation / <P(x)dx = o, 

qui sont comprises entre a et b (il pourrait lui être inférieur au 
eas où cette équation aurait dans cet intervalle des racines d'ordre 
pair de multiplicité); d'où la proposition suivante : 

Le nombre des racine?, de l'ci/uat/o/i (■?.) est au plus égal au 
nombre des racines de V équation j $>(x)dx = o, qui sont 
comprises entre a et b. 

On peut évaluer autrement le nombre des alternances de la 
suite (A); partageons à cet' effet l'intervalle compris entre a 
et b en intervalles tels que, dans chacun d'eux, la fonction *(#) 
ne soit pas constamment nulle , soit continue et de même 
signe. 

On pourra, en posant ainsi 






f 'r*** t {x)dx + ...+j «-—*„(*), 
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Le nombre des racines positives de l'équation ( a) es7 au plus 
égal au nombre des ai.terna.nces de la. suite. 

f '*i(ir) dx m- f '*,(a>)rfar + ...+ T * B (a-)d3-. 

17. Comme application des théoi 



•w=rgô**- ,+ rgr)* 



r(««j 



où les a; désignent (les nombres positifs quelconques et 1' la fonc- 
tion eulérienne de seconde espèce, 
L'équation / e~"4>(s)= o deviem 



et j'observe que le nombre de ses racines positives est prêt 
égal au nombre des racines positives de l'équation 



D'autre part, l'équation / <t>{j-)dx = o devient 



t» 



!■(<*„ + ,) ^r( :il + i) + "- + r(i'„ + ,) 



et il résulte de la proposition précédente que le nombre des ra- 
cines positives de l'équation (i) est au plus égal au nombre des 
racines positives de l'équation (y.), 

18- Considérons l'équation du degré n 



'] désiene un nombre 
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11 résulte de ce qui précède que l'équation (i) a au plus 
de racines positives que l'équation 

ou encore que l'équation 



i'> » ■ M + I (M + iXcu-a) ■■ (u + iKw-t-a).. .(» + ») ■ 

uj désigne, comme je l'ai dit, une quantité positive quelconque ou 

La même chose a lieu à l'égard des racines négatives, comme il 
est facile de le voir en considérant les transformées en — x. En 
particulier, on peut énoncer celte propriété importante : 

Si l' équation (i) a toutes ses racines récitas, l'équation (2) 
a également toutes ses racines réelles. 

19. Soit le polynôme a a -+- a, x -+■ a^x 1 -^ a 3 x 3 ; formons le 
p i-o du il 

e=*(« + « i a' + «,af>+aaa:')= U +U,s-H U,.s*-K .. , 
où les U,- sont des fonctions de z. Comme il est aisé de le prouver, 
on a généralement -—■ = U ;■__,, en sorte que toutes les fonctions 
d'indice inférieur à U, sont les dérivées successives rie celle-ci. 
On a évidemment. 



' i.a....' ' ..»...(.-.) ' i.a.. .(*-*) 1. a... (*-3)' 

d'où l'on voit que l'équation U;=oa autant de racines réelles dis 
tinetes de zéro que l'équation 



Or cette équation a, eu vertu du théorème précédent, toutes 
ses racines réelles si i— ■>. est plus grand que zéro, et si l'équa- 
tion a„-\-a,.r ~\- a.,jr-~{- « 3 a ,s = o a elle-même toutes ses racines 
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réelles. L'équation U, = o a donc également toutes ses racines 
réelles, si i est |> 2, et la même proposilion a lieu à l'égard des 
équations U a = o, U ( = o, puisque U a et U, sont les deux pre- 
mières dérivées deU :1 . 

Cette démonstration s'étend d'elle-même à un polynôme de 
degré quelconque; d'où le théorème suivant, qu'il est aisé, du 
reste, d'établir directement : 

Soient f(x) un polynôme quelconque dèconiposable en fac- 
teurs réels du premier degré et 

F(r) = e =V(^) = U°+ L-,tf + U 3 ^ + . . .: 

U/ désignant un des coefficients quelconques de ce développe- 
ment, l'équation en z 

U, = 
a toutes ses racines réel/es. 

20. F(izr) désignant, connue plus liant, la fonction e"*f(x), 
posons 

Va désignant un quelconque des coefficients de ce développement, 
posons Vft=cp( 3 )' en sorte que V^, = o'(z), Vs_ 2 — a"(s), . . ■] 
l'équation a(z ■+■ t) — o a, quel que soit z, toutes ses racines réelles 
et elle peut s'écrire 

>' . t k 

ou encore 

F'*'(A ) | F'-A--i'(A) | ti FV>--°->(h) _^ _^ F(h) - 

ou enfin, en changeant h en .v, I en -'• et en chassant ies dénomi- 
F(g) -+- kV{*)t -t- * ( * ~ ° F'(g) P 
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SUR LA TIIKURIS; !']■> ï:iir lTl'i:i s M.-MV|[]iji:KS. 

et l'on voû cjuc celle équation ci» / a, quel que soit x, toutes 
racines réelles. 

Si donc on écrit le système suivant 

F(*)-l-3*F'(*)H-3f 1 F'(tf) + ï'F"(3:) = o. 

on voil. que, pour toute valeur de x, ces équations ont leurs raci 
réelles. 11 en serait de même des équations 






F' (*) + a*F" (*) + ** F"(a:) = 
F-(»)+a(F-(*)-H*«F"(*) = 



la dérivée F(x) ayant pour valeur e iJ- [/(#)'+ s /'(#)] et l'équa- 
tion f(x)-±- zf'{x) = o ayant toutes ses racines réelles, il. esl 
clair, en effet, que F'(^) est une fonction de la même espèce que 
F(;c), et il en est de même de toutes ses dérivées. 

21. Les propositions précédentes s'établissent do reste très fa- 
cilement, quand on les suppose démontrées, dans le cas où F{#) 
est un polynôme entier; il suffit de remarquer qwa e !:r f(x) peut 
Être considéré comme la limite du polynôme ( n- ■ — I f( x )j q u ' 
est décomposante en facteurs réels du premier degré. 

La même chose a lien à l'égard de la fonction e"" x ''~"- r f(x), où 
je suppose u positif; celte fonction peut être, on effet, considérée 
comme la limite de / 1 : - ■ j (i+- f{&) j mais les proposi- 
tions précédentes ne s'appliqueraient pas à une fonction de la 
forme eî ,,37, /(^), si le polynôme »(.r) était d'un degré supérieur 
au second, ou si, étant du second degré, le coefficient de x 2 était 
positif. 

Ces remarques très simples trouveron! d'utiles applications dans 
la ihéorie des ('(mêlions transcendâmes. 



22. En effectuant, un changement de v 
)li au n" 18 peut s'énoncer ainsi qu'il su 

L'équation 



iable, te thé 
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ut toutes ses racines réelles. Il en est de même de l'équation 



où v. et !D désignent des quantités positives quelconques, la 
dernière pouvant être nulle. De là résulte que, élan! donnée 
une équation ayant toutes ses racines réelles, on peut en déduire 
une infinité d'autres qui jouissent de la même propriété; en ap- 
pliquant une seconde fois le théorème précédent, on voit, par 
exemple, que l'équation 



«sa* , _ 

il toutes ses racines réelles, a' el i./ étant assujetties aux mêmes 
conditions que œ et w. 

Soit, en général, %{x) un polynôme d'un degré quelconque dé- 
eomposable en facteurs réels du premier degré et ne devenant 
négatif pour aucune valeur positive de lu variable, en sorte que 
%(x") soit de la forme 

9(.e) = ïf(aï+ 6)î(«'an- b l )1'(a'x -h b' )i% 

les nombres p, q, q 1 , q", ... étant des nombres entiers ou étant 
égaux à zéro, «, a 1 , a 1 ', ... et b, b' ', b". . . . étant des nombres po- 
sitifs, on verra aisément par ce qui précède que l'équation 



"""" 9(0 ■ e(i)6(a)" , "e(oe(a)fl(3) ■ ■■■ T e(i)e(a)...e(n) 

a toutes ses racines réelles. 

Mais on peut donner une pins grande généralité à cette propo- 
sition; l'équation (t) ayant, en effet, toutes ses racines réelîes, il 
eD est de même de l'équation 



, + u, (, + .„)(:- 
lite de l'équation 
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•al de l'équation 

_"1l''Î_ 



où k désigne, un nombre entier quelconque, 

Faisons maintenant croître indéfiniment le nombre arbitrai 
positif- et le nombre entier k, de telle sorte que km ait poi 
limite log-, q désignant un nombre positif quelconque égal i 

L'équation précédente deviendra 

a^-^a l (jx-\ra i q i x i -^-a 3 q^x''-i-. .-+- a„q 2 x"=o, 
et elle aura tontes ses racines réelles; il en est de même de l'équ 
tion obtenue en changeant (/ en <»- et x en —, 



(.1 désigne une quantité réelle quelconque, dont la valeur absolue 
est au plus égale à l'unité. 

Des considérations que je viens d'exposer résulte immédiale- 
menl la proposition suivante : 

L'équation (i) ayant toutes ses racines réelles, l'équation 
aiM «a fi * x* <i 3 iAr J a^uf'x" _ 

"^ 8(0 + 0(i)e( 2 ) + e(.)ewe(3) + - + e(i)9( 5 )...e(») ~° 

a également toutes ses racines réelles; B(x) désigne un poly- 
nôme entier quelconque satisfaisant au -i conditions ei-dessus énon- 
cées et m une quantité réelle quelconque, dont la valeur absolue 
est. égale ou inférieure à l'unité, 

23. Soit, comme application (le ce tbéorème, l'équation 

w et Ç>(x) conservant la même signification que ci-dessus, je 
poserai 

f t>.) = <-- - — J Y7T~ 9(i.)9(^) H ""' + etoB(ai-..e(») 
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Les polynômes de colle forme jouissent des propriétés remar- 
quables suivantes : 

i" [/équation F(x) =- o a toutes ses racines réelles. 

a* Les diverses dérivées de Ff'.r) s'expriment au moyen de po- 
lynômes de la même espèce. 

On a, en effet, 

(»-i)(B-a) m»«« 



F( ' r) 6(i)L 1 + ( " °6(a) T i-a e(i)8(3) 

_ («-0(ft-»)(n-3) g^ag 

1.2.3 6(3)8(3)8(4) 

Sidone on pose &(x -+- i) = H(#) et 



*(*) = i 



H(i) i.» H(i)H(a) 

( B -,)( B -,)(».,3 ) a,»^ 

t. 2. 3 H(i)H(a)H(3) 



or •$(%) est un polynôme de Ja même espèce que F(^), puis- 
que H(x) est dé compo sable en facteurs linéaires réels du pre- 
mier degré et n'est jamais négatif pour aucune valeur positive 
de x. 

Ce que je viens d'établir pour la première dérivée subsiste en- 
core évidemment pour les dérivées suivantes. 

?>" Si l'on pose, en séparant la partie réelle de la partie imagi- 

F(») = V(«)+»W(*), 

les équations V(,r) = o et W(œ) = o ont toutes leurs racines 
réelles et, plus généralement, a désignant une constante réelle 

quelconque, l'équation 

n toutes ses racines réelles. 

Pour le démontrer, il suffit de remarquer que celte équation 
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B ( w -i)( W -a) gtg 

i.a.3 8(1)6(2)6(3) 

L que l'équation 

!" ft(a-r) . , «(«■ -i)(«™ a )(«-3) 



a tontes ses racines réelles, quelle que soit la constante réelle a; 
c'est, en elïel, l'équation qui détermine lang - quand on se donne 

En particulier, si Ton l'ait (->(x) = x etw = i, on a 



polynôme qui se présente dans plusieurs questions importantes 
d'Analjse('). 

En faisant, en second lieu, B(x) = i,om 



*.<•>= 



h ^zl)„ >3 ,. + "(— ■)"-») „ 



les polynômes ainsi définis satisfont à l'équalion suivante 
l'équation^ <,-.e(=)rfi=o, on suppose que 8(s) soit un poly- 

( ' ) Voir à ce sujet un Mémoire de M. TcliebycluiT ( Mélanges inathe.matiijnes 
et astronomiques, t. II, p. 182. Saint-fùtci-sboiirg, iK.">g), ma Note Sur l'inté- 
grale f ■ — — {Bulletin de ta Société matltcmiUique, t. Vit, p. -1) et une 

Note de SI. Halphen, Sur une .série /mur de^c/o/i/zer les /mictions d'une variable 
( Comptes rendu! des scuiicc; tic l 'Aettdc mie des Sciences, i| octobre 1 SS:^ ). 
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nùme entier dont la forme change successivement lorsque ht va- 
riable ; croît depuis «jusqu'à b. 

('.elle équation peut se mettre alors sous la forme suivante 

««.*/.(*) + «*»/!<*)+■ ..+ <*•*/■<») = °: 

les c.,- désignant des constantes et les/; des polynômes entiers. 

Pour examiner le cas le plus simple, soient a„, a.,, .... a,, des 
quantités réelles quelconques rangées par ordre croissant de gran- 
deur et a„, «, a,, des quantités réelles quelconques; posons, 

pour abréger. 

l'a = «p. 

p, = «„-Ha„ 

t>i =«o-H*i-l-«s- 



| e »/),&+ / e.-'*p l ds+ j l '--*p.,d:-\-...-\- f e~^p H dz = <>. 

En effectuant les intégrations, il est aisé de voir qu'elle devienl 
simplement 



et le nombre yj de ses racines positives est le même que celui des 
racines de l'équation 



qui sont comprises entre o et -H i. Celte équation résulte en effel 
de la première quand on y pose e~ x = s. 

On sait d'ailleurs (n° 16) que le nombre p est au plus égal au 
nombre des alternances de la suite 

f P«dz+- f pidz+ f pi«&n-. ..-(- f p„dz. 
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SUIt LA THEORIE DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 3g 

Les nombres &<,, a n a-., .... a„ étant rangés par ordre crois- 
sant de grandeur, le nombre des racines de l'équation 

qui sont comprises entre oel + i est au plus égal au nombre 

des alternances de la suite 

(a) />„(5ti — *<,)■■'- Pi{i-i — ai)+---->-.Pn-i( a n— «*■ i)-r-i>n-°° C 1 )) 

où. p n , pi, p«, ... . p,i ont. la signification donnée ci-dessus. 

El encore (ee qui est le même théorème sons une autre forme ) : 

Si les nombres a () , a ( , ou, ..., a n .ïohï rangés par ordre dé- 
croissant de grandeur, le nombre des racines de l'équation (i) 
qui sont plus grandes que l'unité est au plus égal au nombre 
des alternances de la suite (a). 

25. J'ai fait voir plus haut (n" 14) que le nombre des racines 
positives de l'équation 

(i) A,F(a 1 .)+A,F(, 1 ï)+A ! r(. J ^) + ,..+ A„F(a„.)^ 

était au plus égal au nombre des racines de l'équation 

qui sonl supérieures à l'unité; d'ailleurs les nombres loga,), 
lofra,, .... loga„ vont en dccroissanl . 



Pl = A + A,, 



il résulte, de ce qui précède, que le nombre des racines posi- 

{') D'apiés la définition lies alternances d'uni; mite, il est clair que le nombre 
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tives de l'équation (i) est an pins égal au nombre des alter- 
nances de la suite 



~2C>. Soit l'équation 

(0 



où les nombres a , a,, . . .,a„ sont rangés par ordre décroissant 
do grandeur et. w un nombre positif arbitraire. 

Choisissons un nombre positif A - assez grand pour que toutes 
les quantités A H + a„, k ■+- a,, .... k-\-y. a soient positives et for- 
mons la transformée eny = j; -4- /.-. 



l r _a- + *„)!<» M.r -a-H*,)! 1 " 



(.7 - *i )*» (y - 
Celte équation peut s'ée 



(-?)"' (-f)" ' (-f)"~ 

Soit 

V r/ y y* y 3 \yj 

l'équation précédente peut se illettré sous lu forme 
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3 NUMERIQUES. -\ < 

où le premier membre est convergent pour toutes les valeurs dey 
plus grandes que a' . 

Si l'on observe maintenant que Ions les coefficients M,- sont po- 
sitifs, on établira, comme ci-dessus (n° 13), que le nombre des 
racines de l'équation (a) qui sont supérieures à a.' v est au plus 
égal au nombre des racines de l'équation 

Ogj&ivca'g + <t,2- |u s a 'i -K . .+ a,a7 |l * a n= o, 

qui sont supérieures à l'unité ; ce nombre est donc au plus égal au 
nombre des alternances de la suite 



D'ailleurs le nombre des racines de l'équation (a) qui sont su- 
périeures à a',,, c'est-à-dire à <x„-t-/.-, est précisément égal au 
nombre des racines de l'équation (i) qui sont supérieures à « . 
Nous pouvons clone énoncer la proposition suivante : 

Les quantités a„, a,, . . . , a„ étant rangées pat- ordre décrois- 
sant de grandeur, le nombre îles racines de l'équation 



qui sont supérieures à a„ est au plus égal au nombre des alter- 
nances de la- suite 



Le nombre des alternances est pair ou impair, suivant que les 
deux quantités a et (o n + a.\ + ■ •■ + "«) sont de même signe ou 
de signes contraires; il en est de même du nombre des racines de 
l'équation supérieures à a B , comme on le voit en substituant suc- 
cessivement dans le premier membre de l'équation H- co et la quan- 
tité ^n + ï, où s désigne une quantité infiniment petite. Ceci ne 
s'applique pas au eas ou l'on aurait a -r- fl| -f- - - • + ««= ° i ce cas 
écarté, on peut dire que : 

Si le nombre des racines de l'équation supérieures à a„ et le 
nombre des alternances de la suite formée par les coefficients 
diffèrent, leur différence est un nombre pair. 
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28. Laissant de côté, pour l'instant, le cas général, je m'occu- 
perai en particulier de l'équation 






Dans l'intervalle compris entre a; et a,- +( , intercalons dei 
bres £ et £', de telle sorte que les nombres 



soient rangés par ordre croissant ou décroissant de grandei 
faisons la substitution 

X — i ' 

d'où l'on déduit 



Aux quantités de la suite (A) correspondent les quantité 
vantes : 



qui seront rangées par succession de grandeur ( ' ). 



variable, qui v, 
les termes do ) 

Ainsi les qua 



ie i'eiiltnils par là. Iks quantités sont dites 

« mcnie sens, un: m! successivement les valeurs 
Lilcs, en passant par l'iriNni si cela est nécen- 



ite de grandeur, et les quant tl 
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SUR LA TUKOJIEK ])i:S t : .nr'.lT[OVS NUMERIQUES. 4.1 

On voit aisément que toutes les quantités a* sonl positives : 
a| est donc la plus grande d'entre elles; l'équation (i) devient, en 
effectuant la substitution indiquée ri-dessus. 



2; 



on encore 

Or, et,' étant le plus grand des nombres û k qui 
si tifs, en appliquant la proposition démontrée préc 
voit que ie nombre des racines de l'équation 



(■•- 



-iÇ-ae X — « 



qui sont supérieures à <x A , c'est-à-dire le nombre des 
l'équalion (1) qui sont comprises dans l'intervalle (£, 
au plus égal au nombre des alternances de la suite 



de 
(<), est 



29. Comme application, considérons l'équation 



étant rangées par succession de grandeur, nous 
dérer les cinq intervalles 

(-2, -I), (->, °>, (O. 4-l). (4-1, 4-2), ( 

dont le dernier renferme l'infini. 



(') Des quantités i, S, ..., ;, u, ..., t, w étant rangées f 

21-anrteur, j'appelle intervalle (À, jj. ) relui 'les înLei-valles J rien ni nés par ces 
nombres qui ne renferme aucun (le? autres nombres. Cet intervalle peut r- 
trier l'infini si }, et [i sijnt.de signe cimLrairc : ainsi, éLant don née la suite 
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En désignant par £ une quantité réelle quelconque, nous dédui- 
sons, de ce qui procède, les conséquences suivantes : 

i" £ étant dans l'intervalle ( — - a, — i), le nombre dos racines de 
l'équation (i) qui sont comprises entre £ et — 2 est au plus égal au 
nombre des alternances de la suite 



et le nombre des racines qui sont comprises entre ijet - 
plus égal au nombre des alternances delà suite 



.lin particulier, faisons, dans la première suite, Ç = — 1 — -s. 

■ désignant une quanlilé inliniment petite positive; la suite de- 



comme elle ne présente pas d'alternance, on en conclut que l'équa- 
tion (i) n'a pas de racine dans l'intervalle ( — a, — 1). 

2" Ij étant dans l'intervalle ( — 1, o), le nombre dos racines de 
l'équation qui sont comprises entre !• et — 1 est au plus égal au 
nombre des alternances de la suite 

L_ _,_ _i£_ , _ji L_ + ■'■ 

et le nombre des racines qui sont comprises entre ij et o au plus 
égal au nombre des allornances de la suite 



lans la première suite, 



comme elle présente deux alternances, on voit que l'intervalle 
( — i, o) comprend deux racines ou n'eu comprend pas. 

3° \ étant clans l'intervalle (o, -+■ 1), le nombre des racines de 
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l'équation qui sonl comprises entre o et ç est au p!us égal ; 
nombre des alternances de la suite 



et celui des racines qui sonl comprises entre ; et + i, au plus 
égal au nombre des alternances de la suite 



baisons, par exemple, ç = i — e, la première suite devient 

elle présente dcuxaltcrnances : donc l'équation a dans l'intervalle 
(o, -+- 1) un nombre de racines égal à o ou à 2. 

On arrive à la même conclusion en substituant dans la seconde 
suite +s; elle devient, en effet, 



et cette suite présente également deux alternances. 

4" ? étant dans l'intervalle (+ 1 , 4- a), le nombre des racine 
qui sont comprises entre ij et -+- 1 est an plus égal au nombre de! 
alternances de la suite 

1 , a I , l4 , M 



et le nombre des racines qui sont comprises entre ; < 
plus égal au nombre des alternances de la suite 



Faisons, par exemple, dans la deuxième suite \= i + s, elle 

(levieni 



comme elle n« représente aucune alternance, l'équation n'a aucune 
racine dans l'intervalle considéré. 
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5° Considérons enfin l'intervalle (+ 2, — a) qui contient l'in- 
fini; I; étant dans cet intervalle, le nombre des racines qui sont 
comprises entre % et -\- 9. est au pins égal au nombre des alter- 
nances de la suite 



et le nombre des raui.ii es qui sont comprises entre £ et — 2, au plus 
éffal au nombre des alternances de la suite 



Faisons, par exemple, dans la deuxième suite, £ = a + s, elle 
devient 



et, comme elle ne présente aucune alternance, l'équation proposé 
n'a aucune racine dans l'intervalle ( -h 2, — 2). 

30. L'équation précédente ne peut donc avoir de racines qu 
dans les intervalles ( — i, o) et (o, + 1). 

Faisons £ = — -j dans la suite ( 2 ), elle devient 



et présente une alternance; l'équation a donc une racine et 1 

seule comprise entre o et — - et, par suite, une et une seule eo 

prise entre — - et — 1 . 

En second lieu, faisons, dansla suite (3), \ = \> elle devient 

«_4 , i4-4 14-4 , , 
3 7 " h u 3 ■ ■'' 

comme elle ne présente qu'une alternance, il en résulte q 

l'intervalle (o, - \ comprend une seule racine et il en est de mên 

p„ S „ne. Ce rl™U. (?,,). 
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suit i.a Tiiiiunns nr.s i. ouations numériques. .'\~ 

On voit ainsi que l'équation proposée a toutes ses racines 

réelles; la première est comprise entre — i et — j> la deuxième 

entre — - et o, la troisième ml ri; zéro et -j- -> et la quatrième 
4 4 ^ 

enlre + -et-f- I. 

C'est ce qu'il est, du reste, aisé de vérifier, l'équation mise sons 

forme entière étant 

[a«"-i)( 7 a«-4) = o('). 

(') Ce Mémoire formait. 1rs premiers Chapitres fl'im Traité que l.a guerre se 
proposait de publier sur la théorie, /Ir lo restitution tire ripiatiriits numériques. 
La plupart des propositions qu'il rrnferme avaient été déjà exposées autre pari 
par l'Auteur, mais d'une façon moins complète. C'est pourquoi, afin d'éviter des 
répétitions et de présenter les résultats sous la forme à laquelle Laguerre avait 
donné définitivement la préfère lire, omis avons eru devoir placer ce Mémoire en 
lé te des con tribu lions relatives à la théorie des r.|u niions, eu dérogeant a la règle 
que nous nous sommes imposée ùr. ('lasser suivant l'ordre chronologique les tra- 
vaux relatifs à un même sujet. E, R. 
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SUR LE ROLE DES ÉMANANTS 



THÉORIE DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 



On peut Lo u jours considérer un polynôme algébrique, fonction 
de la variable a;, comme provenant, d'une forme homogène /(a:,^). 
dans laquelle on a fait i / = i; dans tout ce qui suit, je supposerai 
que la variable y et les variables analogues y', r„ ■//,... que je 
pourrai introduire soient toutes égales à l'unité. 

1. Le premier émanant de la forme f(x, y) est le polynôme 

ï -,- -4-71 -/-; les antres émanants s'obtiennent en opérant sur la 
* doc ' dy l 

forme donnée avec le symbole A = { \ - - + r, -^- j, et, pour abré- 
ger, je les désignerai parla notation \'f(x,y). Ils jouent un rôle 
important dans la théorie de l'équation f(x. jf') = °; el < à ccl 
égard, j'énoncerai d'abord le théorème de Roi le sous la forme 
suivante : 

h' tant donnée uni: équation de degré m et à coefficients réels 
/(#, y) = o, si l'on pose, pour abréger. 



. i f df df\ 



où X désigne, une quantité réelle, quelconque, 

i" Deux racines consécutives de la proposée contiennent. 
toujours un nombre impair de racines de r équation il — o: 

2" Si toutes les racines de la proposée sont réelles, toutes 
celles de l'équation û = o sont également réelles et séparent 
celles de la proposée. 
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Je ferai remarquer que l'on peul remplacer I équation Û = o 
par l'équation 

\ œ rfj +J ri/, }\dx dr, d\ dy)~ °' 

dont doux racines sont en évidence, les autres pouvant êlre déter- 
minées par la résolution d'une équation du degré (m — a), 

2. Soit une équation, de degré m, f{&, y) = o, à coefficients 
réels ou imaginaires; représentons, avec Cauchy, ses m racines 
par m points du plan que nous appellerons les points racines; 
nous aurons les propositions suivantes : 

Théorème 1. — Etant donné un cercle, quelconque, contenant 
tous les points racines de l'équation, et étant pris un point 
quelconque \ en dehors de ce cercle, toutes les racines d'une 

quelconque /Ira équations 

*f{*,y) = o. 

que l'on obtient en égalant à zéro un émanant de l'équation 
proposée, sont également contenues dans l'intérieur de ce 

cercle. 

Remarque. — Si toutes ïes racines de la proposée étaient en 
dehors du cercle, le point c étant situé en dedans, toutes les ra- 
cines des équations, obtenues en égalant les émanants à zéro, se- 
raient également en dehors du cercle. 



points du plan !j, ç' satisfont à la 



Théorème II. — Si deu. 

rclnlimi 



<iv 



tout cercle mené par ces deux points (passât-il n 
certain nombre de points racines, pourvu qu'il ne h 
pas tous) contient au moins un point racine ; il y a 
moins un point racine à l'extérieur de ce cercle. 

Remarque 1. — La même proposition a lieu si les 
: et ç' satisfont à l'une quelconque des équations 



c par un 

outre au 



(f; 



' tir, 



X'..:) = 
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5o algi'crihî, 

Remarque IL — lin particulier, le cercle décrit sur £!■' comme 
diamètre contient au moins un point racine; si Ç est une valeur 
suffisamment approchée d'une racine x* de la proposée, !;' sera 
lui-mèuie très voisin de %, et le cercle £ ayant ;£' pour diamètre 
contiendra nécessairement la racine x t ; il résulte même de ce qui 
précède que cette racine s'écartera très peu du diamètre. On peut 
rapprocher ce résultat de la méthode d'approximation donnée par 
Newton. 

3. Cauclry a donné, dans son théorème sur les contours, rela- 
tivement aux racines imaginaires, l'équivalent du théorème de 
Sturm. Les théorèmes beaucoup plus élémentaires, mais non 
moins importants, de Rollo et de Descartes, n'ont pas, jusqu'à 
présent, été étendus au cas des racines imaginaires. Les proposi- 
tions précédentes, quoique très simples, pourront peut-être jeter 
quelque jour sur cette question; dans tons les cas, elles mettent 
indubitablement en évidence le rôle fondamental que jouent dans 
nette théorie le.-i contours circulaire-;. 
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SUR USE FORMULE NOUVELLE PERMETTANT D'OBTENIR, 

PAR APPROXIMATIONS SUCCESSIVES: 

LES RACINES D'UNE ÉQUATION 

DONT TOUTES LES RACINES SONT RÉELLES. 



1. Dans ce qui suit, A et B désignant deux quantités quel- 
conques, j'appellerai AB l'intervalle rempli par l'ensemble des 
valeurs que prend une variable qui, parlant de la valeur initiale À. 
atteint en croissant constamment la valeur finale B. On voit que, 
si A est plus grand que B, l'intervalle AB contient la valeur ± oc. 

Cela posé, on a la proposition suivante : 

Théoukme. — Etant donnée une. équation, de degré n, 
f'(x) = o, dont toutes les racines sont réelles, supposons que l'on 
ait déterminé deux nombres \. et B, tels que l' intervalle AB 
comprenne une seule racine \ de. l'équation proposée; si l'on 
prend, dans cet intervalle, un nombre a arbitraire, tel que 

soit comprise dans le même intervalle, la. racine k est néces- 
sairement comprise dans l ! intervalle ba, les quantités a et b 

étant déterminées par les formules 



+-/(*> 



(»-A)/'(')-»/(') 



= «+/<*) 



/(■>/'<*) + <■- À)[/(«)/'(a) -/'*(«)] 
(«-B)/'QQ-«/(g) 



'/(■)/'(*) + (* -»)[/<* )/»-/'■(■>] 
2. Celte méthode diffère, comme on le voit, profondément de 
celle de Newton, en ce qu'elle utilise non seulement les proprié- 
tés de l'équation dans le voisinage de la racine cherchée, mais 
encore la façon dont elle se comporte pour des valeurs assez éloi- 
gnées de cette racine. 
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RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES 

DONT TOL'TIÎS LES RACINES SONT RÉELLES. 



1. Étant données deux. quantités réelles quelconques A et B, 
j'appellerai intervalle Ali l'ensemble des valeurs que prend une 
quantité variable partant de la valeur initiale A et acquérant, 
après avoir crû. constamment, la valeur finale B. En représentant 
A et B par deux points d'un axe fUe, avant respectivement ces 
quantités pour abscisses, on voit que, si A est plus grand que B, 
l'intervalle Ali renferme le point situé à l'infini. 

Je désignerai aussi par cercle AB la portion du plan limitée à 
la circonférence décrite sur AB comme diamètre et renfermant 
l'intervalle AB; en sorte que, si A est plus grand que B, le cercle 
AB s'étendra à l'infini. 

Enfin je dirai que deux quantités A et. B limitent les racines 
d'une équation, lorsque, des deux intervalles AB et BA, l'un ren- 
ferme toutes les racines réelles de l'équation, tandis que l'autre 
n'en renferme aucune; qu'elles les séparent, lorsque chacun de 
ces intervalles enferme au moins une racine réelle de l'équation. 

2. Cela posé, considérons une équation du degré n 

(>) /O,7) = o('), 

ayant toutes ses racines réelles; en désignant par II son hessien 
et en représentant, pour abréger, n-(ii — i)H par — À, on sait 
que A restera toujours positif, quelle que soit la valeur de la va- 
riable, et l'on pourra énoncer les propositions suivantes : 

[') La variable y, que j'introduis ici, jjouv l'Iioinogénéilé des formules, est 
égale à l'unité ainsi que les variables analogues y' et t,. 
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ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 53 



Théorème I- — Quelle que soit la valeur réelle attribuée à 
la -variable \, si deux quantités réelles x et x' satisfont à la 

ri' la lin n. 

( „(.,-,t)^-y^(-ï^)('ï^î)-" 

ces deux quantités séparent les racines de l'équation (i). 

Théorème JI. —Etant données deux quantités quelconques 
x et x' ', ces deux qua.nl/les limitent ou séparent les racines de 
l'équation (i), suivant que l'équation (a), en y considérant % 
comme l'inconnue, a toutes ses racines imaginaires ou bien a. 
des racines réelles. 

3. Le théorème 1 peut être mis sous une autre forme plus com- 
mode clans les applications. Si, donnant à % une valeur réelle fixe, 
nous faisons varier simultanément x et X 1 de façon à satisfaire 
à l'équation (2), nous voyons que les deux points x et x' forment 
sur l'axe deux divisions en involution, dont les points doubles 
(nécessairement imaginaires) sont donnés par l'équation 



-rl^i 






En appelant m le point de l'axe dont, l'abscisse est £, représen- 
tons par M le point du plan dont les coordonnées rectangulaires 
sont 

,11 

'^i .,_ "J—jî.. 



= !- 






/*\' . I<lf\' 



Lorsque /?; se déplacera sur l'axe, le point M (que j'appellerai 
le point adjoint éi m ) décrira une courbe ( M'), dont tous les points 
jouissent de la propriété suivante : 

TnÉoRkui-: 111. — Si, par un point quelconque de la. courbe 
(M), on mène deux droites rectangulaires en ire elles, les deux 
points où elles rencontrent l'axe sépare n! les racines de la pro- 
posée. 
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AB contenant une seule racine a île la proposée et un point M de 
la courbe (M) situé dans le cercle AB : on pourra toujours le 
Cuire, si l'on a une valeur suffisamment approchée de la racine; 
car, à mesure qu'un point de l'axe se rapproche de cette racine, 
le point adjoint s'en rapproche lui-même indéfiniment. Menons, 
par le point M, dcuK droites respectivement perpendiculaires à 
MA et MB, et rencontrant l'axe aux points a et b\ d'après le lliéo- 
rème III, la racine a est comprise dans les intervalles Att et 6B, 
et, par suite, dans l'intervalle ba qui leur est commun. 

On obtient ainsi deux limites de la racine d'autant plus rap- 
prochées que le point M est plus voisin de la racine. La condition 
nécessaire et suffisante pourl'application de cette méthode estque 
le point M soit situe dans le cercle AB; dans la pratique il sera 
plus commode d'employer un autre critérium. 

5. Soit, à cet effet, m un point de l'axe ayant pour abscisse £, 
et m' un autre point de l'axe ayant pour abscisse la valeur <;' dé- 
duite de la relation ? % -+- 7/ % = o. 

Te dis que, si le point m' est compris dans l'intervalle AB, la 
méthode précédente peut toujours être employée. On vérifie, en 
effet, facilement que la circonférence décrite sur mm' comme dia- 
mètre passe par le point adjoint M ; par hypothèse, cette circon- 
férence est située dans le cercle AB : il en est donc de même du 
point M. 

Le critérium précédent est d'une application plus facile que le 
premier; il conduit, en outre, à un procédé parfaitement régulier 
pour approcher indéfiniment de la racine cherchée. 

On établira, en effet, f.icilemenE ia proposition suivante : 



Théorème IV. — ■ Ayant détermine un intervalle AB com- 
prenant une seule racine a de l'équation proposée, soit p 1 une 
quantité prise dans l' intervalle AB, et telle que la quantité 

p — ' fi/n-! ' ÎOi( elle-même comprise dans cet intervalle; suppo- 
sons, pour fixer les idées, que, quand une variable décrit dans 
le sens direct l'intervalle Ali, elle passe par la valeur [1 avant 
de passer par la valeur [3 — -p- p; -. • 
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Cela posé, en appelant m le point dont l'abscisse est p et M 
te point qui lui est adjoint, nous mènerons par M une perpen- 
diculaire à la ligne MB et coupant l'axe au point m,. De même, 
par le point M, adjoint au. point /».,, nous mènerons une droite 
perpendiculaire à M,B ci coupant l'axe au point m». 

En continuant ainsi, nous déterminerons sur l'axe une série 
de points m, m,, m 3 , . . . , ni; et la série des points adjoints M, 
M,, M,, ..., M,-. 

Les valeurs des abscisses des points m, m,, m.,,. .., mi for- 
meront une suite de quantités s'approch.a.nt infiniment de la 
valeur a de la racine et toujours dans le même sens. 

Pour avoir, quand on s'arrête et. un terme quelconque de la 
série, mi par exemple, une limite de l'erreur commise, il suf- 
fira de mener par le point M,- ., une perpendiculaire à la droite 
MA, et de prendre son point d'intersection ni avec l'ose; la 
racine a sera, nécessairement, comprise entre les points m,* et n f . 

6. Les considérations et les constructions géométriques dont, 
pour plus de clarté, je me suis servi dans tout ce qui précède de- 
vront, dans les applications, être remplacées par des formules 
analytiques. 

On obtiendra ainsi, en particulier, celles que j'ai données 
brièvement dans une Note que j'ai eu l'honneur de présenter ré- 
i l'Académie ( a4 août 1874) (')■ 

a iïoLo du lu pagu 5r du pi'ijsunl \oluiin;; d'iiilliiur» <;ctti; note, l'ai- 
t le Mémoire suivuuL srml, en quelque Mile, inséparables. 
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RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 



Nouvelles Annules de Mathénu 



1. Soù une équation algébrique fie degré n el. à coefficients 
réels ou imaginaires; en prenant — pour inconnue, elle peut s'é- 
crire sons la forme suivante 

/désignant un polynôme homogène el du degré n par rapport aux 
quantités x ety, ou encore, en posant z = — ■ 

F(.-)=/( S ,,) = o. 

En prônant d'une façon arbitraire, dans un plan, deux droites 
rectangulaires pour axe des abscisses et pour axe des ordonnées, 
je conviendrai, suivant l'usage babiiuel, de représenter une quan- 
tité imaginaire a+jîi par un point ayant a pour abscisse cl |3 
pour ordonnée. 

Cela posé, z = — étant une quantité imaginaire quelconque 
représentée par le point m du plan, j'appellerai point dérivé du 
point m le point \i. représentant la quantité Ç = - déterminée par 
l'équation 

On déduit de cette équation 

-= il 
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ou, en verlu du théorème sur les fonctions homogènes, 

Lorsque l'on considère c comme la valeur approchée d'une ra- 
cine de l'équation F (Z) = o, en design a ni. par s' la valeur que l'on 
en déduit pour cette racine, par la méthode de Newton, on a 

,_ F (■»). 

~ ~ V'x)' 

d'où celte conclusion : Si m est un point du plan représentant 
une valeur approchée d'une racine de l'équation F(Z) — o, et si 
la valeur approchée de cette racine, que l'on en déduit par la mé- 
thode de Newton, est représentée par le point m', le point u. dé- 
rivé du point m s'obtient en portant dans la direction mm', et à 
partir du point m, une longueur égale ànX mm' . 

2. J'établirai d'abord la proposition suivante : 

Thkouîïme 1. —Etant donnée une é.qua ti ond.lgéhrique du de- 
gré n, si l'on prend un point m arbitrairement dans le plan et 
si l'on désigne par u le point dérivé du point m, tout cercle 
passant par les deux points m et p.. s'il ne passe pas par toutes 
les racines de l'équation, contient au moins une de ces racines ; 
et, dans ce cas, une au moins des racines est située à l'exté- 
rieur du cercle. 

Pour démontrer cette proposition, je remarquerai que, a, P,y,S 
désignant des quantités imaginaires quelconques, les différents 
points représentés par l'expression 



quand on donne à t toutes les valeurs réelles possibles, sont si- 
tués sur un même cercle, et que, pour deux valeurs imaginaires 
quelconques de t, les points représentant les valeurs correspon- 
dantes de z sont situés du même côté par rapport au contour du 
cercle, ou de côtés différents, suivant que, dans les valeurs de la 
variable /, les coefficients de i sont de même signe ou de signes 
contraires. 



,Google 



Cela posé, z = - ayant une valeur quelconque et Ç étant déter- 
miné par L'équation 

<-$--£■ 

l'expression 

'">- x/;' 

quand on y donne à £ toutes les valeurs réelles, représente un 
cercle passant par le point»* représentant ;, puisque, pour £ = go. 
on a Z = — ; ce cercle passe également par le point dérivé |jl repré- 
sentant Ç, puisque, pouri = o, on a 

— 9. 

On voit ainsi, à cause de l'indétermination de X, que l'expres- 
sion précédente représente, pour des valeurs réelles de ;, les dif- 
férents points d'un cercle quelconque passant par les deux points 
m et u. et, d'après ce que j'ai dît plus liant, pour démontrer la pro- 
position énoncée, il suffira de prouver que l'équation 



\>x+\/;)- 



si elle admet des racines imaginaires, admet au moins une racine 
où le coefficient du î est positif cl une racine où ce coefficient est 
négatif. 

L'équation précédente peut s'écrire ainsi : 

f(tv-lf\,ij + If '*) = »: 

ou, en développant suivant les puissances de l, 

([) A.t»+Bi»-a + Gi»- 9 -H... = o. 

Le coefficient de t"~' dans cette équation est égal à zéro; un 
ealcul facile montre, en effet, qu'il est égal à 

Hf'*f r -fxfy)- 

De là résulte que la somme des racines de l'équation (î) esl nulle; 
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en désignant donc par a + bi, a! -+- b'i, ... ces racines, on a 

d'où 

et, par suite, si toutes les valeurs de b ne sont pas nulles, il y a 
au moins deux de ces valeurs qui sont de signes contraires, ce qui 
démontre la proposition énoncée. 

3. TiirtoiiicME II. — Elan/, donnés un cercle quelconque qui ren- 
ferme toutes les racines de l'équation /(X, Y) — o et un point 
£= - t situé en dehors de ce cercle, tous les points s= -» défi- 
nis par l'équation 

sont, situés dans I intérieur du cercle. 

En effet, z désignant l'un quelconque des points ainsi définis, 
Ç est son point dérivé; si z n'était pas situé dans l'intérieur du 
cercle, par les doux, points z et X, qui lui sont tous deux extérieurs, 
on pourrait mener un cercle renfermant dans son intérieur le 
cercle donné et, par suite, toutes les racines, ce qui est contraire 
à la proposition précédente. Le théorème est donc démontré. 

On démontrerait de même la proposition suivante : 

Étant donnés un cercle quelconque à l'extérieur duquel 
sont situées Contes les racines de l'équation 

/(X,Y) = o, 

et un point '£.— -, situé dans l'intérieur de ce cercle, tous les 

points z= — ? définis par l'équation. 

U'^-'J'y=0, 

sont situés à l'extérieur de ce cercle. 

4. Etant donnée une équation de degré n, F (.3)= o, cl. m étant 
le point représenta tif d'une valeur z, approchée d'une racine de 
cette équation, désignons par m' le point représentatif de la valeur 
approchée de cette racine que donne la méthode de Newton. Le 
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point [a dérive de m s'obtient en portant, à partir de m dans la di- 
rection mm', une longueur égale à ;/. X mm 1 , et tout cercle pas- 
sant par les points m et ia contient au moins une racine dé l'équa- 

En particulier, le cercle décrit sur m (a comme diamètre contien- 
dra une racine, et, si m est suffisamment voisin de la racine, m sera 
très voisin de m' cl par conséquent de ia ; le cercle dont je viens 
de parler aura donc un rayon très petit et contiendra la racine 
cherchée. 

Dans tous les cas, on peut énoncer la proposition suivante : 

Quelle que soit, la quantité s, il y a au moins une racine de 
V équation ¥(z) — o dont la différence avec l'expression 

._ Ff*) 
" "FVÏ 

a un module moindre que (n — i ) fois le module de ---^_ ■ , 



Examen du eas où toutes les racines de l'équation 
sont réelles. 

5. Considérons une équation du degré», F(;)= o, ayant toutes 

Soit la courbe dont l'équation est u = F(s), prenons un point 
quelconque M sur celle courbe et par ce point menons une paral- 
lèle à l'axe des u et la tangente à la courbe. Soient respectivement 
P et T les points où ces droites coupent l'axe des ;■• portons sur 
cet axe, à partir du point P et dans la direction PT, une longueur 
PT' égale aux PT. 

Du théorème I et de l'interprétation géométrique delà méthode 
de Newton, on déduit immédiatement la proposition suivante : 

La courbe dont l'équation est u = l'"( ; ) rencontre au moins 
une fois l'axe des z entre les points T et T'. 

6. Cette propriété n'est qu'un cas particulier d'une propriété 
beaucoup plus générale. 
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Convenons, comme précédemment, de représenter une quantité 
imaginaire quelconque 7.+ [i['par un point d'un plan ayant res- 
pectivement a et p pour abscisse et pour ordonnée relativement à 
deux axes rectangulaires arbitrairement, choisis. 

L'équation F(s) = o ayant toutes ses racines réelles, ees di- 
verses racines seront représentées par divers points de l'axe des 
abscisses. 

Cela posé, j'énoncerai d'abord la proposition suivante : 

La condition nécessaire cl su/Jisanle pour qu'une équation 
F(s) = o ait toutes ses racines réelles e.sl que chaque point du 
plan et son point dérivé soient situés de part et d' autre de V axe 
tics abscisses. 

En effet, si un point m et son point dérivé u, se trouvaient d'un 
même côté relativement à l'axe des abscisses, on pourrait, par les 
deux points m et [/., faire passer un cercle situé entièrement d'un 
même côté par rapport à cet axe. L'équation, en vertu du théo- 
rème I, aurait donc au moins une racine imaginaire, ce qui est 
contraire à l'hypothèse. 

Réciproquement, si l'équation a des racines imaginaires, on 
peut trouver une inimité de points dont les points dérivés sont si- 
tués du même côté relativement à l'axe des abscisses. 

II suffît pour le démontrer de remarquer (rue, quand un point jk 
du plan tend vers une racine Ç de l'équation, le point dérivé ja 
tend vers la même racine; en prenant m suffisamment rapproché 
de Ç, on pourra évidemment faire en sorte que le point dérivé 
soit situé du même côté relativement à l'axe des abscisses. 

La proposition précédente est donc entièrement établie. 

7. La droite a|3 désignant l'axe des abscisses {Jig- i), soit M 
un point quelconque du plan et p. son point dérivé. Comme je 
viens de le faire remarquer, les deux points M et u, sont situés de 
part et d'autre de l'axe des abscisses; menons par ces points un 
cercle quelconque, et soient H et K les points où ce cercle coupe 
i'axe 'j°j. 

En vertu du théorème 1, le cercle renferme au moins une racine, 
et comme, par hypothèse, toutes les racines de l'équation sont 
réelles, celte racine esl comprise cuire les points H et K,. 
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Les points M et p. restant fiscs, on peut faire varier te cercle, 
et l'on obtiendra ainsi une inimité de segments analogues à HK cl 
tels que chacun d'eux renfermera au moins une racine. Soit 1 le 




point de rencontre de Mu, avec l'axe; au point I, élevons une per- 
pendiculaire IP, telle quelP = MI x u.1. 

Les divers segments dont je viens de parler sont vus du point!' 
sous un angle droit. 

A chaque point M du plan correspond donc un point P, défini 
comme je viens de le dire et jouissant de la propriété énoncée 
dans la proposition suivante : 

Si, par le point P, on mène deux droites rectangulaires 
quelconques interceptant sur l'axe un segment US, ce segment 
renferme au moins une. racine de l'équation et en renferme 
au plus (n — i). 

En considérant diverses positions du point M, on obtiendra au- 
tant de positions du point correspondant P. Il est facile de se 
rendre compte comment ces points P sont distribues dans îe plan. 

Supposons, pour fixer les idées, que l'équation soit du troisième 
degré et désignons par a, 6, c (Je g. ■>.") les points qui, sur l'axe ace', 
représentent les racines de l'équation. 

Sur chacun des [rois segments ab, bc et ea comme diamèlres 
décrivons une demi-circonférence : nous obtiendrons ainsi trois 
arcs de cercle formant une sorte de triangle curviligne ac'ba'cb'a. 

En examinant la figure, on verra facilement que deux droites 
rectangulaires quelconques passant par un point situé dans l'inlé- 
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S ÉQUATIONS NIDIÉKIQCES. <Ï3 

rienr c!e ce triangle interceptent sur l'axe un segment renfermant 
au moins une racine de l'équation et en renfermant au plus deux. 
Au contraire, si Von prend arbitrairement un point en dehors de 
ee triangle, on peut toujours par ce point mener deux droites 

Fig. =■ 




rectangulaires interceptant sur l'axe un segment ne comprenant, 
aucune racine de l'équation ou les comprenant toutes. 

Tous les divers points P couvrent donc une portion du plan 
comprise tout entière dans le triangle curviligne ad ha! cb' a, et il 
est facile de voir que la courbe qui la limite est tangente aux 
cercles aux points a, b, c et a un rebrousse ment en chacun de ces 
points. 

Dans \af!.g. i, cette portion du plan a été couverte de hachures. 
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REMARQUES SUR QUELQUES POINTS 



THÉORIE DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 



lYotii'ellcs Anna/es fie Mal/ulmatiijucx, '■ 



1. Étant donné un polynôme /'(#), du degré «, on sait le rôle 
important que joue sa dérivée /'(a;) dans la résolution de l'équa- 
tion /(.z)=o. 

Dans la plupart des cas, on peut remplacer celle dérivée par le 
polynôme 

T(a.) = a-a»)/ , («)-f-»/(*) 1 

qui renferme une constante arbitraire \ et qui, quel que soit 1,, 
est généralement, ainsi que la dérivée, du degré (« — 1). 

2. Supposons, par exemple, qu'en effectuant sur /"(a;) cl 'f(x) 
l'opération du plus grand commun diviseur, en changeant de 
signe tous les restes, nous formions une suite de polynômes 
/, y, ip, , !p a , . . . , analogues à ceux que l'on forme, dans la mé- 
thode de Sturm, en prenant pour point de départ les polynômes/ 

■ : 'S'- 

Sans entrer dans les détails de la démonstration, on voit claire- 
ment que, si l'on fait varier x, la suite des termes /, tp, sp,, . . . ne 
peut perdre de variations que quand /(*■) s'annule. Dans ce cas, 
l'expression 

T(»)_- ■ n. r \ /*<*> 



passe évidemment du positif au négatif si %^>h, et du négatif 
au positif si x < À. 
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SUIi T.A ÏHKORIK DKfi KijrAilC- V.~ NOrEiWQCEB. {l.l 

D'où la proposition suivante, duc à M. Hermite (') : 

Si, dans lu s aile des polynômes f, a, a,, a 2 , . . ., on substitue 
deux nombres a. et fi («<C fi), L'excès du nombre des variations 
de cette suite pour x — a, sur le nombre des variations de cette 
suite pour x = fi, est égal à l'excès du nombre des racines de 
l'équation /(x) -■- o, comprises entre cet. fi et plus petites que~k, 
sur le nombre de ces racines qui son! plus grandes que ),. 

Il est clair c|iie la proposition précédente peut servir aux mêmes 
usages que le théorème de Sturm,en ayant soin, lorsque l'on veut 
déterminer le nombre des racines réelles comprises entre a et J3, de 
substituer le nombre )> dans la suite, si X est compris entre xet j3. 

Je remarquerai maintenant que l'on peut toujours déterminer X 
de telle sorte que le polynôme o{x) s'abaisse au degré {». — a). 
On aura, par suite, une division de moins à faire que dans l'appli- 
cation de la méthode de Slurm; ce qui, dans certains cas, pourra 
être plus avantageux, 

3. Je prendrai, comme second exemple, la séparation des ra- 
cines d'une équation du cinquième degré. 

M. Maleyx, qui a, dans ce Journal, publié plusieurs Noies inté- 
ressantes sur la séparation des racines (-), a remarqué que les ra- 
cines de l'équation du cinquième degré pouvaient être séparées en 
résolvant deux équations du deuxième degré. 

Le procédé suivant sera peut-être plus commode dans la pra- 
tique, 

En désignant par_/(^) un polynôme du cinquième degré, dé- 
terminons /, de telle sorte que le polynôme 

? (») = (X-*)/'<*) + 5/(») 

s'abaisse au troisième degré; puis effectuons la division de /par a. 
Nous obtiendrons l'équation 

/=?Q+ "i 

où Q et R sont des polynômes du second degré. 



; L } Mdmoirr. sur l'èr/tiJttir,it iln rhir/ui.ri;i.e degré, p. Si . 
(') Nouv.Aitn, a" série, t. M, p. \n' h et t. Mil, p. SR.V 
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En remplaçant a par sa valeur, la relation précédente peut 
/(i-5Q) = (X-»)Q/'(») + Ri 

on en conclut que les racines de f{x) = o sont séparées par les 
racines des équations 

x — !=<>, Q~o, R = o, 

dont une est du premier degré et les deux autres du second seule- 
ment. 
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RÈGLE DES SIGNES DE DESCARTES' 



!\'f>uveUe.i Aonulrs i/t> Mal.h'!tiiot.iijw 



i. Po 

nombre 


or appliqe 
des racine! 


icr celte pre 
i positives de 


iposi 
l'éq, 


li "", 


<■) 


(4) 




A' 


)=o. 






où f{x) 


désigne i 


m polynôme 


entr 


3r .i 


e ch 



un polynôme 

v(x), assujetti à la seule condition que le développement de A — j 
suivant les puissances croissantes de a; ne renferme qu'un nombre 
limité de variations. 

Cela posé, A désignant le plus petit des modules des racines de 
l'équation o (■#)= o, ee développement est convergent pour toutes 
les valeurs positives de x plus petites que A et est divergent 
pour x = A; il s'annule d'ailleurs pour toutes les racines positives 
de l'équation (4) qui sont inférieures à A. 

On peut donc énoncer celle proposition : 

Le polynôme o(:c) satisfaisant à la condition ci-dessus énon- 
cée, le nombre des racines positives de l'équation /(.r)=o, 
dont la valeur est inférieure à A, est au plus égal au nombre 
des variations du développement de • ;" suivant les puissances 
croissantes de x, et, s'il lui est inférieur, la différence est un 
nombre pair. 

5. En considérant seulement les cas les plus simples, soit d'a- 



(*) Nous avons supprimé les irais premier* 1 

sont ([ne la reprorluet i ■: m 1 îles pu g es 3, 1 et 5 du p 

{'■) C'est la proposition donr. IV-rioncé est impr 
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bord ®(x)~p' — x, p désignant un nombre quelconque positii'. 
Soit n le degré de/(«); en désignant par P on polynôme du 
degré (n — 1), on a identiquement 

On voit que tous les termes de ce développement ont, à partir 
du coefficient de x", le même signe. D'ailleurs, ce développement 
est convergent pour 'toutes les valeurs positives de x inférieures 
kp; donc le nombre des racines positives de l'équation f{x) = o, 
dont la valeur est inférieure à p t est au plus égal au nombre des 
variations que présentent les termes du développement de __ 
dont le degré ne dépasse pas n. 

Comme il s'agit seulement d'obtenir les signes des termes de ee 
développement et que p est positif, on peut remplacer l'espres- 
sic» m. par ^'\ , ou encre par 1, s „i™„e : 



ripr. 



/tP«)(i+« + ^ h »■+...); 



d ou celte proposition : 
Etant donnée l'équation 

le nombre des rae.in.es positives de cette, équation, dont la va- 
leur est inférieure au nombre positif p, est au plus égal au 
nombre des variations de la suite 

Ao/»"-+- A,/)"-' -h Ajp"- s -i-. . .-f- A„-. 2 /i ! -t- A„_ij3 -+- A„, 

A,p tt -i-h A,p' l -*-t-. . .-h A„_s/i 5 -i- A„_|/) -f- A„, 

A-iP"~--^. . .-h A^-j/i'h- A ;i _ijO + A„ 



A„_,/i ! + A,j_,/i +A„, 
\„--,p-+- A Bî 



et, s'il lui est inférieur, la différence est un nombre pair. 
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6. En déi 


lignant toujours 


par p un nombre qi 


1 |-l(-i> Il r|r 


h; positif. 


lisons en si 


icond lieu 


,)=(t-*y. 






On a ide 

"-a), 


nliqueinenl, P 


étant un polynôme 


-. entier 


du degré 


!{') 


,, /(/>) 


np) 






{p _ *)'■ 


■ /(/,) r : 

■ / " ,) r« 

/c/0 r„ 


p — X 

-pO£Ï\ 

' Jtp)l 

p Ap)\ 







+ /fz>r„ +a _„£<z>i*„, + .. 
■+- p „. !/■ + >- /■ / (/ ,)j* 

Le nombre des variations ilu second membre se compose d'a- 
bord des variations du polynôme entier Q, formé des termes du 
développement de -- - ■ ' ■■■ ■ dont l'exposant est inférieur à «, et en- 
suite des variations des termes de la suite 

p /(/>) p JXp) p Ap) 

Gomme ces termes vont toujours en eroissant, la suite ne peut 
présenter qu'une variation, et elle la présentera effectivement si le 
nombre n — p ■*,, J est néeatif. 

■""' «.i 

Au lieu du développement de ' _ , ) on peut évidemment 

considérer le suivant : 



/(/•■' 



■Apx)d- 



el énoncer cette proposition : 
Etant >.lonnt':r i rfjûatij'iii 
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si '/. désigne le nombre des racines de l'équation 

positives et inférieures au nombre positif p, et \>. le nombre des 
variations des termes de la suite 

A !/>«-' h- a A,/j«-* -h... -;■■(» — a)A n -,^î + (n— i)À a _,j»-i-»A„, 

A !/ ,«-*+... + (»-3)A n _ s />i+(«-2)À^ 1 _p + (7 t --i)A», 



aÀ„_ ld p + 3À„, 
A„-,/>^aA„, 



te nombre \ est au plus égal au nombre (u. + i), ci &«/• diffé- 
rence est un nombre impair si la quantité n — p J est po- 
sitive ou nulle; la différence est zéro ou un nombre pair si 
cette quantité est négative. 

7. Soient p et q tiens nombres po.sitiis quelconques assujet- 
tis à la seule condition que q soit plus grand que p; faisons 

■p(<r) = 0>-w)(î-*). 

Le développement en série de ^- — — — r est convergent pour 

toutes les valeurs; positives de.r inférieures à p, cl l'on a identique- 
ment, P désignant un polynôme entier du degré (n- — 2), 





/<«) 


p . /If) I /<?) I 


Cf- 


-»)(»- 


-*) 1—PP—z q—pq—x 
-P ■ j /<£) [? /(?)] 
9— P\ 1 VP f(P)i 

+ /</>)["?' /<?>"L 
7 J Lp 1 /l/>jj 

. /Crirr /(î)1„_ 
?■ L/" " f(p)\ 

+ /!f)[!"' /">1,„ 
./!»[?"« /(î)]..„ 
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Le nombre des variations du second membre se compose d'a- 
bord des variations du polynôme entier Q, formé des termes du 
développement de — ■ _ ' ' r _ — dont l'exposant est inférieur à n, 
et ensuite des varialinns des termes de la suite 



flll 


? "*1 


/<?> 


? «+s 


f(l) 


JXpï 


/ru 


/(/>)' 


p»** 


/(/>) 



Or, — étant plus grand que i, les termes de cette suite vont tou- 
jours en croissant et ne peuvent présenter qu'une variation; elle se 
présentera si J— — •-.—- est négatif. 

Si l'on se reporte à ce (pie j'ai dit plus haut, on peut donc énon- 
cer la proposition suivante : 

En désignant par f{x) un polynôme entier du degré n, et 
par p e.l q deux nombres posit.ijs arbitraires, mats dont le se- 
cond soit supérieur au premier, soient 'h le nombre des racines 
positives de l'équation f(x) = o qui sont inférieures à p, et u, 
le nombre des variations du. polynôme formé des termes dudé- 
fe In prie ment de 

dont l'exposant est inférieur à n; le nombre \>.est au plus égal 
au nombre Çk -+- i), et leur différence est un nombre impair si 
la quantité 

j£ _ As) 

P" f(p ) 

est positive ou nulle; elle est zéro ou un nombre pair si cette 
quantité est négative. 
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iiLïJinm.vvnoM d'ij.m; limitu si.'1*kiih-:l i;k 

DES RACINES D'UNE ÉQUATION 



SKI' \ll\TIO\ DES HACIVKS. 



Ciimp/.e* rendus de* *eiinej-s de I ' .lendemie des Scien.ee?:. I. L\XXL\; iS--ij('] 
Nouvelles Annale* de MaUiematii/ucs. :>' strie, t. XIX; 1880, 



1. Etant donnée une équation du degré ni 
(0 /<*)=«■ 

dans laquelle le coefficient de x'" est supposé positif, Newton a fail 
connaître une méthode très élégante pour obtenir une limite 
supérieure des racines positives de cette équation; elle consiste, 
comme on le sail, à déterminer une quantité « qui rende positives 
loutes les fonctions 

A'), /'O), /V)> ■■■• /— '(*>. /*<»)■ 

L'application de la méthode de Newton ne laisse pas que d'être 
assez longue dans la pratique, le calcul numérique des termes de la 
suite 
(a) f(a), /'(a), .... /'"->(«), /"'(«) 

étant d'autant plus pénible que la connaissance de quelques-uns 
des termes de cetl.e suite ne facilile en aucune façon le calcul des 



~ï. En posant 

/(*)=À »*M-À,*'-' + a 1 .--»-i-...+À^ 1 <r-+-À« 1 
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erai la suil.e (les polvnùim^ 




/■(») = A„ 




/„(.] = A,.+A„ 




/mM = W+»i« + 1. 




/,(»)-A,«— i + A, »—■ + ... 


-4-A„ 


/(»)-A,*"+A,»-+... + J 


-i» 



- A„„ 

dont le dernier cal. précisément le premier membre de l'équation 
proposée. 

Les valeurs que prennent ces polynômes pour une valeur don- 
née do la varialiin égale à a se calculent aisément pur voie récur- 
rente; on a, en effet, la relation bien connue 

/i(a) = «/ m (B)-i-A 1B _/ I 



/«(a), /„_,(«), .... /i(«). /(«) 

se rencontrent d'elles-mêmes quand on veut obtenir le résultat de 
la substitution de a dans/(:c). 

Cela posé, si un nombre positif a rend positifs la as les poly- 
nômes de la suite (3), ce nombre est une limite, supérieure des 
racines de l'équation f(x) = o. 

On a, en effet, identiquement. 

/(») = (*- «)[/„(«)»«-»+/»_(«)«-"»+... +/iC«)]+/(«), 



et il est bien clair que, sous les conditions énoncées ci-dessus, le 
polynôme /'(;c) a une valeur positive pour toutes les valeurs de x 
supérieures à a; on peut même ajouter que, pour ces valeurs. 
f(x) va toujours en croissant avec x, d'où il résulte que a est une 
limite supérieure des racines de l'équation f(x) = o et de l'équa- 
tion /'(;#)= o. 

3. Pour trouver une limite supérieure des racines de l'équa- 
tion (i), on essayera donc d'abord la racine x de l'équation 
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et l'on calculera tic proche en proche les diverses expressions 

/,„-,(*), /-,<«), ...: 

ce sont., do reste, les nombres que l'on a à calculer quand on veut 
trouver la valeur de /(a). 

Si toos ces nombres sont positifs, a est une limite des racines 
de l'équation proposée; sinon, on essayera le nombre entier con- 
sécutif et l'on poursuivra les opérations jusqu'à ce qu'on arrive à 
un nombre [i tel que toos les nombres intermédiaires qui se pré- 
sentent dans le calcul de /( [3) soient tous positifs. 

-i. Comme application, considérons l'équation 

f(x) = a; 1 — iocû 1 -— 32.-c s -h~x°-~5ooa-— 120 = o, 

à laquelle est appliquée la méthode de Newton dans V Algèbre de 
M. Briot('). 

En cherchant le résultat de la substitution de 10 dans/(#), on 
rencontre le nombre suivant 

— 3a; 

10 est donc trop faible. 

En substituant 1 1 , on obtient les nombres 



ce dernier nombre étant négatif, 1 1 est trop faible 
En substituant 12, on obtient les nombres 



12 est donc trop faible. 
En substituant i3, on obtient les nombres 

-t-i, -1-3, +7, n83 - joo, i3(ii83 — 5oo)— 120; 

tous ces nombres étant positifs, on en conclut que i3 est une 
mite supérieure des racines de l'équation proposée. C'est préci 
ment la limite entière à laquelle conduit l'application de la 1 
tiiode de Newton. 
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II. 

si. Les signes des termes de la suite (3), dont les valeurs se 
présentent, d'elles-mêmes quand on calcule la valeur numérique 
de /(a), peuvent servir à déterminer une limite supérieure du 
nombre des racines de l'équation, supérieures au nombre a, ce 
nombre étant d'ailleurs supposé positif. 

On a, en eilet, la proposition suivante : 

Si a est un nombre positif, le nombre des variations de la 
suite (3) est au plus égal au nombre des racines de l'équa- 
tion (i) qui sont supérieures à a, et, s' il est plus grand, la dif- 
férence, de ces deux nombres est un nombre pair. 

Pour la démontrer, je considère l'identité 



/U) . 



■/„(«)■'■ 



pour des valeurs de x supérieures à a, le seeond membre est dé- 
veloppable en une série convergente procédant suivant les puis- 
sances décroissantes de X, ell'on a 

U) | h/,(g) . /(a) : af [ a) f al/ [ a> : .... 

Comme je l'ai démontré dans une Note antérieure, Sur la règle 
des signes de Deseartes ( ( ), le nombre des racines de l'équa- 
tion (1) qui sont supérieures à a est au plus égal au nombre des 
variations de la série qui compose le second membre de la rela- 
tion (4). Ce nombre est d'ailleurs le même que le nombre des va- 
riations de la suite (3); la proposition est donc démontrée. 

6. Comme application, je considérerai l'équation 

(5) x"~ 3ar» + a;»— 8a? — io = o, 

étudiée par Brio t. dans ses Leçons d'Algèbre (p. 026). 

(') Page 3, 
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En calculant successivement le résultat rie la substitution (Unis 
te premier membre de l'équation (i) des nombres o, i, a et 3, on 
forme le Tableau suivant : 

sb, /,(*). /,(«). /,(«). Mai). f(œ). 

o -i-i —3 + i — S — 10 

-I- i +i —->. — i — 9 — ig 

+ i +i +i +3 — ■>- —M 

+ 3 + , +6 +19 4-49 -4-137 

Tous les nombres -relatifs à + 3 «tant positifs, on en conclut 
d'abord que H- 3 est une limite .supérieure des racines de l'équa- 
tion (5); c'est le résultat auquel arrive Briot en groupant Ses 
lermes du premier membre de l'équation de la façon suivante : 

De plus, les nombres relatifs à -f- a présentant une seule varia- 
tion, on est certain qu'il y a une racine entre + 2 et + 3, et qu'il 
n'y en a qu'une; Brio t. arrive aussi à cette conclusion en étudiant 
la dérivée de l'équation proposée. 

D'ailleurs, les nombres relatifs à + i ne présentant non plus 
qu'une seule variation, on en conclut qui) n'y a aucune racine 
entre + i et -I- i; et, comme il est évident que, quand x varie 
entre o et -+- 1 , le premier membre de l'équation (ô) demeure né- 
gatif, on voit que cette équation a une seule racine positive com- 
prise entre a et + 3. 

III. 

7. Des considérations semblables permellent de déterminer une 
limite supérieure du nombre des racines comprises entre deux 
nombres positifs a et b. 

Soit, en effet, l'équation 



Supposons a<^b et effectuons la division <\k f(x) par le tri- 
nôme (x — a)(x ■ — 6); en désignant par Mx+N le reste de la 
division, nous obtiendrons un résultat de la forme suivante : 

ftV) iVb + N 
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Mêlions l;i (Vnciioi 



l* -«)<»- 6)" 



il est facile de le voir 



la relation précédente devient 

Pour toutes les valeurs de .7; comprises entre « et b, la fraction 
— ! — est développable suivant les puissances décroissantes de x, 

et la fraction suivant les puissances croissantes de x. Si l'on 

T_ b 
effectue ces deux, développements, le nombre des racines de l'é- 
quation (1) comprises entre a et b est, comme je l'ai montré 
dans ma Note déjà cilée, au plus égal au nombre des variations 
présentées par la série ainsi obtenue; on peut d'ailleurs remar- 
quer que tous les termes dans lesquels x a un exposant négatif 
ont le même signe que — . et que tous les termes dans lesquels X a 
un exposant supérieur à (m — 1) ont le même signe que — B. 
D'où la proposition suivante : 

En désignant, par a ni b deux nombres positifs dont le plus 
grand soit b, effectuons Indivision de /'(.?;} par {x — a)(x — b); 
soient 'f(x) le polynôme, du degré {m — a) qui constitue la par- 
tie entière du quotient, et Ma; + N le reste de la division. Dé- 
composons la fraction 

M .if-hN 
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en éléments simples, en sorte que l'c 



Soit è(x) l'ensemble des termes dont le degré est inférieur 
à m dans le développement de ——* suivant les puissances crois- 
santes de x. 

Cela posé, si l'on ordonne suivant, les puissances décroissantes 

de x le polynôme 

et si l'on ajoute éi. la suite de. ce polynôme le terme — , le nombre 
des variations que présente la suite ainsi obtenue est au plus 
égal an nombre des racines de l'équation (i) qui sont comprises 
entre a et />, et, si ces deux nombres sont différents, ils dif- 
fèrent d'un nombre pair. 

7. L'application de la proposition précédente, qui n'exige guère 
que la division de f(x) par (.r — a)'x — b), me paraît devoir 
être plus i'aeile que celle de la méthode due à Budan et à Fourier, 

laquelle exige le calcul pénible des nombres 

/<«). /'(«). /"(«)> ■■■ 
cl 

n.o), f(b), f{b) 

Comme application, je considérerai l'équation 

/(») = ••- 3«>+^-8»-io-o, 

que j'ai déjà traitée plus haut. 

Pour avoir une limite du nombre des racines comprises entré 
-h i et -|- a, je divise /(;c) par x- — ?>x -\- ■>. 
< )n a 
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l'ensemble dos tenues du quat.riènie degré dans le développement est 

Si nous considérons maintenant la suite des termes de l'expression 

l'équalion proposée ne renferme aucune racine entre + i et + a. 

8. J'ajouterai encore, pour cclaircir ce qui précède, une se- 
ronde application. 
Soit lVqnatîoa 

/(*) = *»-5<r*— l6*M-IM«-o» — 5 = 0, 

qui a été considérée par M. ,1. Pelersen dans sa Théorie des 
équations algébriques ('). 

En substituant successivement o et -|- i dans le polynôme f{x) 
et dans ses dérivées, on déduit du théorème de Buda» que l'équa- 
lion proposée n'a aucune racine comprise entre les limites consi- 
dérées ou qu'elle en a deux, et l'on peut trancher la difficulté en 
substituant, comme le fait M. Pelersen, un nombre intermédiaire 
el en mettant en usage une règle due à Fourier. 

Appliquons la méthode exposée ci-dessus el effectuons la divi- 
sion du polynôme 



trou- 


.■e aiseni- 


eut 




-5ar*- 


— iGiï*-f- 


iaa;*- 


-9#— 5 


= <*'- 


-/[»* — 2. 


« — 


i)(aP-a,)- 




■"—16 b 1 


! [■>.. 


B»-g»-5 



') Théorie der ulgKliriAhcheu G/eirhuiigen, p. ':"''. 
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ce qui donne, en développant — '— suivant les puissances crois- 
santes de x et en ne retenant du développement que les termes 
d'un degré inférieur à celui de x s , 



#3— {,iZ* — 9.0X— 8 + î!>. + 223! -+ ■ 

oh, en ordonnant, 



Cette suite ne présentant aucune variation, nous en conclurons 
que l'équation proposée n'a aucune racine compris*] entre o et -H i; 
c'est le résultat auquel conduit l'application de la règle de Fourier. 



9. Il y aura souvent lieu de faire simultanément usage du théo- 
rème deBudan et du procédé de la division. 11 est facile, du reste, 
d'imaginer des cas très étendus où ce procédé est plus avantageux 
que l'emploi du théorème de lîudan. 

Pour en donner un exemple, j'énoncerai d'abord, sous la forme 
suivante, la proposition que j'ai démontrée pins haut : 

En désignant par a et b deux nombres positifs, soit 

C,^-C l ^+...+ C„,_.^-' 

la partie entière du quotient du polynôme f{x) par 
(x ■ — a) (x — b), et considérons la suite 

if (a), /(fi)_ô(6_ a) C„ 

(">) ,/(/,)_ /,=<v, -«)C„ .... 

(/(6)-£™-i(6_«,C,„_ s , fin- 
ie nombre des racines de l'équation 
f(*)=o 

qui sont comprises entre a et b est au plus égal au nombre des 
variations des termes de cette suite, et, si ces deux nombres 
sont différents, leur différence est un nombre pair. 
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10. Cela posé, proposons-nous In problème suivant : 

Étant donné an polynôme entier f{x), déterminer deux li- 
mites entre texqu.eU.es demeure comprise la valeur de ce poly- 
nôme, lorsque x prend toutes les valeurs comprises entre les 
deux nombres positifs a et. b. 

11 est clair que ce problème peut s'énoncer ainsi qu'il suit : 

Trouver deux nombres cl et fi tels que, pour toutes les va- 
leurs de \ inférieures à a et pour toutes les valeurs de celte va- 
riable supérieures à. [i, l'équation. 

/(*>-> =o 

n'ait pas de racine réelle comprise entre a et b. 

L'emploi du théorème de Budan ne peut, en général, être 
d'aucun secours pour la détermination de ces nombres; car, si 
l'on considère les deux suites 

/(«)->„ /'(«), /"(«), .-■ 
et 

/(*)-*. A*>. AH ■■■■ 

on voit que, quand l'ensemble des termes /'(«), /"(<"(), ... et 
l'ensemble des termes f'(0). f"(b), ... ne présentent pas le 
même nombre de variations, il est impossible de déterminer ~h de 
telle sorte que les deu\ suites précédentes offrent le même nombre 
de variations : ce qui serait nécessaire pour pouvoir conclure du 
théorème de Budan que l'équation /(a:) ■ — \ = a n'a aucune ra- 
cine réelle comprise dans l'intervalle considéré, 

J'emploierai ici la méthode de la division, et, en désignant 
comme ci-dessus par 



la partie entière du quotient de f(x) par (x — a)(x — b). je re- 
marque d'abord que ce polynôme est aussi la partie entière du 
quotient def(x) — X par (x--a)(x — b). 
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La suite que nous avons à considérer devient ainsi 

//(«)->- f(à)-\-b{b-a)C„ 
(0) / ( i)_X-6>(6-«)C„ ..., 

(/<*)- ^-i—Ki-^C—., /(6)-X. 

Désignons respectivement par 5. et par [i le plus petit et le plus 
grand des termes de la suite (5); si Ton donne àX une valeur 
quelconque inférieure à a, tous les termes de la suite (6) sont po- 
sitifs, d'où il résulte que l'équation /(a;) — X= o n'a aucune ra- 
cine réelle comprise entre a. et b lorsque '). est plus petit que a. 
On prouverait (le mémo que celle équation n'a aucune racine réelle 
comprise entre ces limites lorsque \ est plus grand que [3. 

D'où la proposition suivante : 

La valeur que prend le polynôme ,/'(.'£'), quand x varie de- 
puis a jusqu'à li, demeure tou/uurs comprise cuire les nombres 
a. et 8. 



11. J'ai démontré précédemment qu'élan!, donnée une expres- 
sion entière 

/(*)=. A<f»+B*»+ <;*<• + ..., 

où les termes sont ordonnés suivant les puissances décroissantes 
de x, si l'on forme les polynômes 

*,(*) = À.**», 

*,(î)=V"+Ba!«+Cïf ! 



le nombre des racines de l'équation /(#) = o qui sont supérieures 
an nombre positif et est au plus égal au nombre des variations que 
présentent les termes de la suite 

♦.(o), *,(«), *»(«), .... 

La démonstration supposait évidemment que les exposants 
m, n, p, ... étaient des nombres entiers et positifs; mais il est 
facile de voir que cette restriction est inutile. 
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En premier lien, si quelques-uns étaient négatifs, en multipliant 
f(x) par une puissance de x convenablement clioisic (ce qui n'al- 
térerait pas le nombre des racines positives de l'équation), on 
pourrait rendre tous ces exposants positifs. 

En second lieu, si quelques-uns des nombres m, n, p, ... 
étaient fractionnaires, on pourrait les rendre entiers en changeant 
x en # m , tu étant le plus petit commun multiple des dénomina- 
teurs des nombres m, n, p. .... Par un raisonnement connu, on 
en déduit que la proposition subsiste encore lorsque les expo- 
sants sont incommensurables, 

Rien n'empêche même de supposer que !e nombre des termes 
de la fonction /(a;) soit illimité, pourvu que la série composée de 
ces termes soi! convergente pour x-=a. 

On peut donc énoncer (a proposition suivante : 

Etant donnée l'expression 

/<»)=À»*+B*»-i-C*'-i-... 1 

où le second membre est une série ordonnée suivant les puis- 
sauces décroissantes de x et convergente pour x = rc, le nombre 

îles racines positives de l'équation. 

qui sont supérieures au nombre positif a est au plus égal an 

nombre des variations que présentent les termes de la suite 

* (o), <!>,(«), i.,(» 

et, si ces deux nombres sont, différents, leur différence est un 
nombre pair. 

Le nombre de ces variations sera du reste évidemment fini, si 
la série tend, pour x = a, vers une limite différente de zéro, 
puisque, pour une valeur suffisamment grande de n. les termes 
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Semblablement, éumt donnée 



-D# 



où le second membre est une série ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de x (les exposants m, n, p, ■ ■ ■ pouvant être 
d'ailleurs entiers, fractionnaires ou irrationnels) et convergente 
pour «ne valeur positive de x égale à a, formons la suite (les po- 

\\ nomes 

*oO) = A, *i(«)= A + B^'", * s (3ï)= A-t-B*»-i-Ga;», .... 

Cela posé, le nombre des ractit.es positives de V équation f{x) = u 
y«f ^o/if inférieures à a est au plus égal au nombre des varia- 
tions que présentent les ierin.es de la stii/e 



•o(«), 



■,(«), *»(«), 



et, si ces deux nombres sont différents, leur différence est un 
nombre pair. 

VI. 

13. Je donnerai encore, en terminant, une application de la 
règle des signes de Desearles aux équations que l'on obtient en 
égalant à zéro les dénominateurs des réduites de la fonction e x . 

On appelle, comme on le sait, réduite de rang n de la fonction 
e x une fraction 

F(.r) 

dont les deux termes sont des polynômes de degré n, tels crue le 
développement de cette fraction suivant les puissances croissantes 
de a; coïncide, jusqu'au ternie du degré in inclusivement, avec le 
développement de p. :c ('); on peut poser, par conséquent, 

R désignant une série ordonnée suivant les puissances croissantes 
de x et commençant par un terme de l'ordre dex' ill+i . 



Uniment le Mémoire de M. Hennit 



1 exponentielle, p. > 
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On a d'ailleurs 
F(») = a^-it(a + i)x-'+ B( "~ l) (m i)(*-t-a)*--*-..., 

en sorte que le polynôme F(jc) ne présente que des variations; par 
suite, l'équatioD 

ne peut avoir que des racines positives. 

I,e polynôme <!>(#), étant égal à F( — x), ne présente que des 
permanences. J'observe maintenant que la série R satisfait à l'é- 
quation différentielle 

Cette série est de la forme 



où m doit prendre toutes valeurs entières depuis -m -\- i jusqu'à 
l'infini. En substituant eette expression dans l'équation différen- 
tielle, on voit aisément que l'on a identiquement 

ïm(n»-i)A 1 «»»-'-ï«A 11 ,(«»+ a»«"-»)+ nEA«*"=o, 



étant positive pour toutes les valeurs de m supérieures à an, on 
en conclut que tous les termes de la série ]\ ont le même signe. 

Par suite, le polynôme Q(x) et la série R n'ayant que des per- 
manences, on voit que le développement de e r F(x) présente au 
plus une seule variation; l'équation 



• que l'équation F(x) = 
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veloppement est d'ailleurs convergent pour foules les valeurs de 
la -variable, a donc, en vertu de la règle des signes de Descartes, 
une racine positive au plus; l'équation F(;c)^= o ne peut avoir du 
reste que des racines positives. 
D'où la conclusion suivante : 

Si le nombre n est pair, l'équation F(x) = o a toutes ses ra- 
cines imaginaires. 

Si ce nombre est. impair, elle a une seule racine cré/fei 1 ), 
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Mi-ïnoni; rouit obtiïmr r.u: approximation 

RACINES D'UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE 

QUI A TOUTES SES RACINES RÉELLES. 
Nouvelles Annales de. Mathématiques, i' série, t. XIX; 1S80. 



I. 

I. Quand on a une valeur suffisamment approchée d'une racine 
d'une équation, In mû (.l'iode d'il ppro\i ma Lion de Newton eL la mé- 
thode des parties proportionnelles fournissent toutes les deux 
des moyens commodes el rapides d'approcher indéfiniment de 
celle racine. La principale difficulté consiste à oblenir cette pre- 
mière valeur approchée que l'on doit prendre comme point de 
départ. 

Je ne crois pas que, si l'on considère la question dans toute sa 
généralité, il y ait beaucoup à ajouter à ee que l'on sait déjà; il nie 
semble que le problème doit être posé différemment cl de la façon 
suivante : 

Une équation étant donnée {ou, si l'on veut, un type d'é- 
quations étant donné.), trouver une méthode qui conduise de la 
façon la plus sûre et la plus rapide aux valeurs approchées 
de ses racines. 

La Note qui suit a pour objet de donner une solution de ce pro- 
blème dans le cas où l'équation proposée est algébrique et a 
toutes ses racines réelles. Les équations de ee genre se présentent 
du reste, comme on le sait, très fréquemment dans un grand 
nombre de questions importantes de l'Analyse. 
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une équation algébrique du degré n, et -j., [ï, y, ... ses différentes 
racines; on a l'identité 



(a) 




^-'-- 


Si x est n 


ne valeur suffis a m ment appr 


ochée de la racine a, la 


quantité — 


— qui lîgure dans le second r 


riembre de cette relation 


est très grande, tandis que les autres qu 
uni des valeurs beaucoup [dus pelites; on 


aura donc sensiblement 




/'(») = ' 





et de cette formule on déduit une valeur approchée de a qui ne 
diffère pas, comme il est aisé de le voir, de la valeur donnée par la 
méthode d'approximation de Newton. 

Je ne chercherai pas ici à corriger celte méthode en essayant 
d'obtenir une valeur approchée des termes négligés 



je prendrai plutôt comme point de départ l'équation suivante, que 
l'on obtient en dérivant l'identité fa) : 





r-fr _ . 


f + ' ■ ' 


On 


en déduit que, a désignant une racine quelci 


Hique 



En convenant donc, pour plus de clarté, de représenter les dif- 
férentes valeurs que peut prendre la variable x par des longueurs 
portées sur une droite à partir d'une origine fixe, on voit que, si 
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iiACiNEfi ii'um-: riji-.vi.i.\ Ai.i>r : :i!-iH);:i: oc; a i .'i" i i:s y-y.n ];a(:im:s iikelliïs. Kj 

l'on représente par un point IYI une valeur arbitraire attribuée à x 
et si l'on porte de part et d'autre du point M une longueur égale 
en valeur absolue à 

aucune racine de l'équation (1) 11e peut se trouver entre les extré- 
mités N et W des segments ainsi déterminés, en sorte que les ra- 
cines de cette équation seront ou supérieures au nombre déter- 
miné par le point N' ou inférieures au nombre déterminé par le 
point N. 

3. Cette propriété n'est évidemment qu'un cas particulier d'une 
propriété plus générale et renfermant une constante arbitraire. 

Toutes les fois, en effet, qu'une proposition relative à des poly- 
nômes entiers ne comprend pas uniquement dans son énoncé des 
covariants (simples ou multiples de ces polynômes), elle est un 
cas particulier d'une proposition plus générale, dans l'énoncé de 
laquelle n'entrent que des covariants. et celle proposition plus gé- 
nérale peut se déduire immédiatement de la proposition particu- 
lière dont je viens de parler ('). 

C'est ce que je pourrais faire ici; mais, pour être mieux com- 
pris dans un premier exemple, je suivrai une autre marche et par- 
tirai de l'identité suivante, où £ désigne une quantité arbitraire et 
où le signe S s'étend à toutes les racines de l'équation (1) ; 




•>2.-è-.< 



■)—p— +.,-.— , 7 - 



{') C'est de ht même façon qu'en Ot'iomtîtrk: Lotit théorème dans lequel la 
droite tic l'infini ou lus ombilics du plan jouent un rolc pari iouliei' est un cas 
particulier d'un lIh-oiviik; plus géniirnl dans lequel les miiliilies sont remplacés 
par ilous points quelconques ilu plan. [I est du reste, comme on le sait, très fa- 
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Pour transformer celle relation, j'introduirai la fonction /(.v, y) 
homogène des deux, variables x et y, qui se réduit à f{x) quand 
on j fait y ~ i; en supposant donc que eetle variable soit toujours, 
dans la suite des calculs, remplacée par l'unité, j'aurai 

/(*) = /(.*,?) 

cl, en vertu du théorème des fonctions homogènes, 

Le polynôme (rc — i)/' 2 — nff" ne diffère que par un facteur 
purement numérique du covariant de f(x, y) que l'on désigne 
sous le nom de hessien ; je le représenterai par la lellrc II, en sorte 
que la relation précédente pourra s'écrire 



(3) 



E(fe) 






'î. En représentant par 1* le second membre de cette égalité 
(P est évidemment toujours positif, et il en est de même, comme 
on le sait, du covariant H), je considère les deux racines X' cl X" 
de l'équation 



(■1) 
que l'os 



(£ï)"-' 



p(»-X)*-(S-X)» = 



Si, dans le premier membre de cette équation, on remplace X 
par la valeur d'une racine quelconque a de l'équation (i), on ob- 
tient un résultat positif; car, en vertu de l'identité (3), on a évi- 



dei 



(fe)'<"- 

que toutes les racines de l'équation (T 



cilc tic passer du ihànïimc cari kuJicr au théorème 
relie question, relativement am relations angulai 
rie de* foyers (Nouvelles Annules rlc Afa/heinnti 
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comprises dans l'un des intervalles compris entre les nombres X' 
etX"(<). 

Si, au contraire, on remplace X par x, on obtient un résultai 
négatif, d'où l'on voit que celui des deux segments déterminés par 
les points X' cl X" qui renferme toutes les racines esl celui en de- 
hors duquel est situé le point x. 

5. Supposons, pour fixer les idées, que a. et j3 désignent deux 
racines consécutives de l'équation (i) (« étant < [3) et que nous 
donnions à x une valeur arbitraire comprise entre ces deux ra- 
cines; désignons par X' et X" les deux racines de l'équation (4), 
X' étant la plus petite des racines, 

11 suit de ce qui précède que X' et X" sont situés, quelle que 
soit la quantité \, de part et d'autre du point x, et que toutes les 
racines sont ou supérieures à X" ou inférieures àX'; X' et X" 
sont donc respectivement des valeurs approximatives des racines 
a et fi plus approchées que la quantité x dont on est parti. 

Plus généralement., on peut dire que ; 

Si l'on désigne par x une quantité prise arbitrairement 
dans l'intervalle compris entre deux racines consécutives a et 
[i de l'équation (i), et par X' et X" les deux racines de l'équa- 
tion (4); les quantités 



sont placées par ordre croissant ou décroissant de grandeur ('* 
quelle que soit la quantité ;. 



En particulier, si l'on suppose £ = 00, l'équation (4) devient 

'__ _ n-jr 

(*-X)i p ' 

t l'on retrou vêla proposition que j'ai démontrée tout d'abord (n" 2). 



(') On peut passer de [a valeur X' à la valeur X" sans passer par l'infini, 

qui donne nu premier iiHervïilli: : le second intervalle cumpirud la valeur inlin 
de la variable ou, si l'on veut, le point situé à l'infini sur la droite dont les d 
fércnls points représentent les valeurs de la variable. 

('} Si, en particulier, on considère la plus petite racine a cl la plus grande 1 
cine ? de l'équation, ou doit les regarder comme consécutives, l'intervalle qui 1 
sépare comprenant la valeur infinie de la variable. 
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Pour établir la proposition générale, il suffit même de la suppo- 
ser démontrée dans ce cas particulier; en introduisant en elfct, 
pour l'homogénéité, des variables Y et y, égales à l'unité, l'équa- 
tion (4) peut se mettre sous la l'orme suivante 

où l'on voit clairement qu'elle ne renferme que des covariants de 
la forme f(x,r). Si donc la proposition énoncée est vraie pour 
une valeur particulière de £, elle est vraie (puisque, pour emprun- 
ter le langage de la Géométrie, elle est projective) pour toute 
autre valeur de la même variable. 



6. Il résulte des considérations précédentes qui 
une quantité prise arbitraircmenl entre deux racines c 
y. et p de l'équation proposée, on peut trouver une infinité de sys- 
tèmes de nombres X' et X." jouissant de la propriété que X' soit 
compris dans l'intervalle a.r. et X" dans l'intervalle .r [ï. 

Comme on peut donner à £ des valeurs arbitraires, on peut re- 
chercher quelles sont les valeurs de X' et de X" qui se rapproche- 
ront le plus de et et de {3, et il suffit évidemment de résoudre la 
question dans le cas particulier où x — oo; de là on passera sans 
difficulté au cas général. 

En posant 

on trouve aisément que 



et qu'en faisant x = ce la formule {4) devient 

d'où l'équation suivante, qui détermine les valeurs de 
|«~,).'!<+,.(.i + .X)i 
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RACINES U'UNE KQVATÎOX ALOEBRIQUl-: DU[ A TOL'TE.S SES RACINES RÉELLES. Ç|3 

Les valeurs extrêmes de X s'obtiendront en exprimant que cette 
équation a ses racines ('gales; elles seront ainsi déterminées par la 

relation 

( n i^ aX )>-<,i-o[« 2 i' s -»(''-'W- a 'X']=o, 

qui peut s'écrire, tontes réductions faites, 

d'Où l'on déduit 

X = - 



-fl±(»-i 



et, d'après ce que j'ai démontré plus haut, l'une de ces valeurs est 
une limite supérieure des racines de l'équation proposée, l'autre 
en est une limite inférieure (' ). 

7. Cette proposition n'est évidemment qu'un cas particulier 
d'une proposition plus générale relative à une valeur arbitraire 
de x, le cas que je viens de considérer correspondant, à x = ce. 



( ' ) Cette propos i lion petit s'établir dii ei'lement lie la façon 
gnsitit par a, S, y, . .. les racines de l'fîo, nation f{x) = o, par 
racines et par ,v.. la somme de leurs cariés, (in a évidemment 

Eu désignant par j l'une qucloonque des racines, on a donc 

d'où l'on voit que le poljm'.mc 

a toujours une valeur positive. Ses facteurs sont doue imagina 
toute racine de l'équation. 

(„_,)(,,_«.)-(»-*, )'>»:• 

par suite, l'équation 



détermine deux limites des racines de l'équation (i). 






Elle peut s'écrire 






««■-«.«-l-iï-m -i)*,= o, 






a**' + ï«Sa; + Cit-i)*«w:-»(*-a)6» = 


= o 




en remplaçant respectivement ,, et s s par leurs valeurs ^ e 


Jï» 


&>_ b[» — Oae 






c'est, sauf la notation, l'équation obtenue plus haut par une 




: différente. 

6" 
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Pour la trouver, je mettrai lu relation précédente sous la for m 
(5) <««\.>-k6 )»-««(» -.)'(*'- «c)=o, 

et je considérerai l'équation suivante 

(r.) (Vi-t-VJ'-O'-Of-V-v*)'" = 0| 

qui ne renferme que îles covarianls dcy(.r, j'). 

Je remarque que, quand on y fait a; — oo, elle se réduit à l'équ; 
tion(5); sans autre démonstration, on peut donc en conclu! 



Si l'on donne, dans V équation (G), à la variable x une va- 
leur comprise entre deux racines consécutives a et jj de l'équa- 
tion (i), de ses deux racines X' et X", l'une est comprise entre 
y. et x et l'autre entre x et |3. 

Ces quantités sont d'ailleurs, de toutes celles que l'on peut, 
en donnant à \ toutes les valeur* possibles, déduire de l'équa- 
tion (4), celles qui approchent le plus des racines v. et [ï. 

Pour résoudre l'équation (6), j'y fais, pour simplifier l'écri- 
ture, Y =y — i. cl, après l'avoir écrite de la façon suivante 



j'entrais la racine carrée des deux membre 
On en deduil 



- /±/( «-i.i7''-^;>-i# 



8. La formule < 



Etant donné un nombre arbitraire x, détermina f sans tâ- 
tonnement et. par une suite d'opérations régulières, des va- 
leurs de plus en plus approchées de la racine immédiatement 
supérieure à x ou de la racine qui lui est immédiatement in- 

Si. par exemple, on veul déterminer la racine immédiatement 
supérieure à r, on tirera île la formule ('-"> une valeur convenable 
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de la correction X — x, en prenant le radical (qui détermine le 
signe (lu second membre) avec un signe contraire à celui de/'; en 
partant de celte nouvelle valeur on, pour faciliter les substitutions, 
de toute autre valeur comprise entre x et X, on continuera les 
opérations, qui permettront ainsi d'approcher indéfiniment de la 
racine cherchée. 

Quelle que soit la valeur x dont on parle, cette méthode n'est 
jamais en défaut comme peut l'être la méthode de Newton, et, dans 
le cas où la méthode de Newton peut être employée avec sûreté, 
elle donne toujours une approximation plus grande. 

Supposons, pour fixer les idées, que nous appliquions la mé- 
thode de Newton au nombre a- en vue d'obtenir la racine immé- 
diatement supérieure; la correction est égale à 

/' 



quantité positive, et l'on &ff"~> o. 
La correction proposée est égale à 



~f±)/{ n -.)V 2 - n{n - i T-JT 



où îc radical doit avoir le même signe que f. 

Or, //" étant positif, il est clair qu'en valeur absolue le dénomi- 
nateur est plus petit que nf; la correction proposée est donc su- 
périeure à celle qui résulte de la formule de Newton, et, comme 
elle demeure également inférieure à l'e\cès de la racine cherchée 



1). Pour celaircir, par quelques exemples, les considérations 
qui précèdent, je considère d'abord. I. équation 

/= x 3 -±- 3x- — \-j x -i- ï. 

cl je me propose de calculer la racine immédiatement supérieure 
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L'trjuulion élaotdn troisième degré, la formule de eo 

■ _ -f-n/tf'-Hff 
5T-* 3/ 

Ou trou ve aisénieui les valcut'S suivantes 
d'où l'on déduit 



et la valeur approchée \ = 2,655; la véritable valeur étant, avec 
trois décimales exactes, 2,669, l'erreur est plus petite nue — ■ 

La méthode de Newton est ici inapplicable et conduit à la valeur 
2 +? = 3, 2 8.... 

10. Je considérerai l'équation 



en me proposant de calculer sa plus grande racine. 

On peut, comme je l'ai montré plus haut (n° 6), prendre poi 
limites des racines les quantités 



Dans le cas actuel, on a-n = 3, a=i, b = oetc = —+; on 

en déduit les deux limites 

La plus grande racine est donc inférieure à 

v/j-,-..... 

Pour abréger les calculs, je substituerai immédiatement le 
nombre 3,o5; si, en effet, il était trop faible, la suite des calculs 
l'indiquerait en amenant une correction positive. 

On a 

/ = 0.022620, /'= 20,9075, /" — 1 S ; 3 , 
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valeur dont les cinq premières décimales sont exactes et qui est 
approchée par excès. 

11. Soit encore l'équation X„ -- o qui définit le pohnôine de 
Legendre du degré n ; on suit que les racines de cette équation 
sont toutes réelles et comprises entre — i et 4- 1. 

Proposons de trouver une valeur approch.ee de la plus grande 
racine de cette équation; en la désignant par a et en prenant + 1 
comme point de départ, on trouve aisément 

x;,(„= ""-""■;-""-"' ; 

la formule (7) donne 

»(» + !) 



, A" -<)'»■('■ H- ■)' »»(»-■)'(» -w>(» -ni 

V 4 « 



<.-.>t/5 



La quantité ï. est approchée par excès. Si, comme exemple 
nous faisons a — 7, il vient 



la valeur de la racine, calculée avec quatre décimales, est, d'après 
Gauss(' ), 

<VJÎ9'- 
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Si l'on employait la correction de Newton, on trouverait pour va- 
leur approchée 

» = i-^ = °,9643-"i 

on voit qu'elle s'éloigne notablement de la véritable valeur. 



12. Un autre exemple- plus intéressant est fourni par l'équation 
du degré n qui détermine cos — ■ 

Celte quantité est la plus grande racine de l'équation 



nn. i 


-(»-.) (/. + !),. „ 


)' 




.;( ) , ,( 


..> 1.3 " 




»<»-.)(»- 


:.) «(.+IX. + .),. 


-»)■ + . 




1.2.3 


1.3.5 ( ' 




Cherchons-en une valeur 


;i[)|!i-oi-liée a, en pn 


jniint l'i 


initépoi 


loinl de départ. 
On a 









La formule (7) donne dom 



„ +t /"<— >-**^ 



On a donc approximativement 



'-<"-»\/^P i 
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-V^' 



13. Celte formule approximative n'est justifiée que si - est un 
nombre entier égal ou supérieur à ■>,. On peut cependant l'em- 
ployer pour toutes les valeurs de x comprises entre ocl+i. 

Pour donner une idée de l'approximation qu'elle comporte, je 
transcris ici, pour un certain nombre d'arcs, les valeurs des cosi- 
nus correspondants calculés au moyen de la formule (8), el en 
regard leurs véritables valeurs. Dans celles qui sont exprimées en 
décimales, les quatre premiers ebifl'res décimaux sont exacts. 



3o o,86fa o,866o 

l ' Â f 

.(e ferai remarquer que, quand l'angle est compris entre o" el 
45" ou entre b'o" et 90", la valeur calculée esl supérieure à la va- 

45" et 6o°. 
Si l'on pose 

~* =, ~ <~V^' 

la fonction V diflîi'e Iris peu Je l'unilé quant] x varie Jeol+i, 
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Elle s'en écarte le plus pou; 
de le voir, 



4 /(> 
Le maximum de l'erreur commise en employant la formule (8) 



VI. 

14. La méthode que j'ai exposée ci-dessus présente des avan- 
tages incontestables sur celle de Newton; toutefois, elle exige 
l'extraction d'une racine carrée et la substitution dans le polynôme 
f"{x) de la valeur approchée de la racine. 

I..' extraction de la racine carrée n'augmente guère les calculs 
lorsque l'on peut employer les logarithmes. Quant à la substitu- 
lion dans la dérivée seconde, il est. facile, dans un très grand nombre 
de cas, d'en obtenir le résultai. 

Il existe en effet une classe nombreuse d'équations, ayant toutes 
leurs racines réelles, qui jouent un rôle important en Analyse [à 
cette classe appartiennent notamment les polynômes de Legendre, 
les polynômes définis par l'expression cos //.(arc cosx), etc.] et 
qui jouissent des propriétés suivantes : 

En premier lieu, en désignant par V„ le polynôme qui forme 
le premier membre d'une de ces équations et par // son degré, V„ 
s'exprime linéairement en fonction de V„_ ., et de V n _2' 

En second lieu, \' !t et V^ s'expriment d'une façon très simple 
quand on connaît V„ et V„_,. 

Pour trouver ie résultat de la substitution d'un nombre donné st 
dans Y„, on calculera successivement et par voie récurrente le ré- 
sultat qu'on obtient en effectuant la substitution dans V , V,, . . . . 
V„_,,V„: cela posé, les valeurs de V^{k) etV"„(a) s'en déduisent 

VU. 

15. J'ai montré précédemment qu'on pouvait obtenir une infi- 
ni té d'intervalles ne renfermant aucune racine d'une équation don- 
née qui a toutes ses racines réelles. 
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On peut dé Le r miner également une infinité d'intervalles renfer- 
mant au moins une racine d'une telle équation. 

Pour abréger, je dirai que deux nombres A et A' séparent les 
racines d'une équation lorsque chacun des intervalles compris 
entre ces nombres renferme an moins une racine, et qu'ils ne les 
séparent pas lorsque l'un des intervalles renferme toutes les ra- 
cines, tandis que l'autre n'en renferme aucune. 

Cela posé, j'ai donné sans démonstration (') la proposition sui- 



Si l'on désigne par x une quantité réelle arbitraire, les 
nombres ? et ?' qui satisfont à la relation 

i ti-*)a'-*Kf-fr) 

et dont l'un est arbitraire, séparent les racines de l'équation 

Le nombre n désigne ici, comme ci-dessus, le degré du poly- 
nôme /(X). 

10. Pour démontrer ce théorème, je remarque d'abord que, en 
désignant par y, r, et r' des quantités introduites pour rendre les 
expressions homogènes et dont la valeur soit égale à l'unité, la re- 
lation précédente devient 

(\f*-*-' i f,)Wf*-* l'/' J )-Mfc'-*O(O'-*-V>H = ) 
H représentant, comme plus haut, le covariant 

[>i-i)f"—nff". 

La relation, sous cette nouvelle forme, ne renfermant que des 
co variants de/ÇX, Y), la propriété énoncée est projectile; il suf- 
fit donc, pour l'établir, de la démontrer pour deux valeurs parti- 
culières des variables indépendantes x el ç'. 

Je supposerai x = se et £'= o. 

[') Si!' 1 la réuni utio» des équation* qui util toutes leurs racines réelles 
{Comptes retf/ns 'tes séances de I' \cutlemie des Sciences, t. T.\\I"N, p. i);j6). 
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qualion (9) devient 



, en désignant par 



Il l'aiil maintenant prouver qu'une racine au moins de l'équation 
est comprise entre o et Ç et que toutes les racines ne sont pas com- 
prises dans cet intervalle. 

Pour fixer les idées, je supposerai ç positif e! je distinguerai 
deux cas : 

i" Si toutes les racines sont positives, £ est une valeur moyenne 
entre les quantités 



il en résulte qu'une au moins de ces racines est comprise enti 1 
cl £ et une au moins en dehors de ces limites. 

La proposition est donc démontrée. 

2° Si quelques racines sont négatives, soient 



La quantité ç élanl supérieure à la \aleur moyenne des racines po- 
sitives, l'une au moins de ces racines est comprise dans l'inter- 
valle o, £; toutes ces racines peuvent même y être comprises, mais 
il y a au moins une racine négative eu dehors de cet intervalle, 
La proposition subsiste donc encore dans ce cas. 
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17. Il résulte de ce qui précède que, si les quantités !; et £' ne 
séparent pas les racines de l'équation /'= o, l'équation (y) a toutes 
ses racines imaginaires, et que, si elles les séparent, cette même 
équation a nécessairement des racines réelles. Mais je ne m'éten- 
drai pas davantage sur ce sujet; quant aux applications que l'on 
peut faire de ce qui précède à la résolution par approximation 
d'une équation ayant toutes ses racines réelles, je renverrai à la 
Note insérée dans les Comptes rendus des séances de l'Acadé- 
mie des Sciences cl que j'ai rappelée plus haut. 
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SI!K L'APPROXIMATION 

FONCTIONS CIRCULAIRES 

AU MOYEN DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 

Comptes vendus des séances de l'Artnlaiiiie des Sciences, 



1. Les équations dont toutes les racines sont réelles consti- 
tuent à bien des égards, dans l'ensemble des équations algé- 
briques, une classe particulièrement importante, et les problèmes 
qui s'y rattachent sont souvent susceptibles de solutions simples 
auxquelles échappent les cas les plus généraux. 

Je rappellerai, par exemple, comment le théorème de Fourîer 
suffit, dans ce cas, pour déterminer le nombre des racines com- 
prises entre deux nombres donnés. Des faits analogues se pré- 
sentent dans la recherche de la valeur approchée des racines, et 
je mentionnerai notamment la proposition suivante : 

En désignant par f(x)= o une équation dont lotîtes (es in- 
dues sont réelles et par a une quantité arbitraire, les deux va- 
leurs de x déterminées par l'équation 



_<__ -/'(*) -j'V'_- uv_i! -' >-»(»-n/f =o,r(*j 

*■-* ~ «/<*> 

sont respectivement comprises entre a et les deux racines de 
/'équation proposée qui avoisinent a. 

l.a quantité qui figure ici sous le radical est, à un facteur numé- 
rique près, le hessien du polynûme/(#) et a, comme on le sait, 
une valeur toujours positive. 

De là résulte, pour les racines des équations qui jouissent de la 
propriété indiquée, une méthode d'approximation spéciale qui 
permet, avec toute sûreté et sans discussion préalable, d'appro- 
cher indéfiniment de la racine immédiatement supérieure ou im- 
médiatement inférieure à un nombre donné. L'approximation est 
notamment plus grande que celle fournie par la méthode de New- 
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ton, surtout quand les racines sont resserrées dans un intervalle 
assez étroit. 

2. Parmi ics équations qui ont toutes leurs racines réelles, il 
convient même de distinguer celles dont le premier membre est 
un polynôme satisfaisant à une équation linéaire du second ordre, 
et, pour le montrer par un exemple, je considérerai ceux qui onl 
été étudiés par M. Hermite dans sa Note Sur un nouveau déve- 
loppement en série des /onctions (Coinpi.es fendus des séances 
de V Académie îles Sciences, 8 février i86'4). 

Soient a et |3 deux racines consécutives de l'équation U„= o ; 
elles comprennent une racine ), de l'équation U„ +1 = o, el le po- 
lynôme U,, + i satisfait à l'équation 

(O u; +i -^u; +I +(« + i)u„ +1 = o. 

De la proposition que j'ai énoncée plus haut on déduit aisé- 
ment, si l'on remarque que U„ esl égal, à un l'acteur près, à UJ, + |, 



V-(^)S3< 1 



et pai 



f v \ » I iwsr 

n vertu Je l'équation (i), 
UV-iM _ V.nif) •_ . 

U„(») u,„.t?) « + ■' 



vG 



1 ' fi 

On peut ainsi, sans former l'équation aux carrés des diffé- 
rences et en s'appujant seulement sur l'équation différentielle à 
laquelle satisfait U„ + |, trouver une limite inférieure de la diffé- 
rence entre deu\ racines consécutives de l'équation U„= o. 

S. Comme deuxième application, je considérerai l'équation 
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dont la plus grande racine est cos -- Cette quantité étant voisin, 
de l'unité, je partirai de la valeur initiale -+- i ; on trouve aisé 
ment 

d'où la valeur approchée suivante : 



(2) 



^ 



Cette formule donne une solution d'un problème intéressant de 
Géométrie élémentaire : Partager approximativement, avec la 
règle et le compas, an arc donné en n parties égales. 

On voit, en effet, que le second membre ne renferme qu'un ra- 
dical carré et d'autre quantité transcendante que cosa. 

Je ferai, en particulier, a.--= '- dans la relation précédente ; on 
en déduit 



H»-0 



l/^ 



et j'observe que celte formule approximative, établie pour des 
valeurs entières de n, peut être évidemment encore employée 
'sauf vérification) pour des valeurs quelconques de >i supérieures 
à l'unité; en y faisant, par exemple, n = \, on obtient pour 
cosoo°= sin4o° la valeur rationnelle -—, ou, en décimales. 
0,642807.... La véritable valeur étant 0,642788..., l'erreur 
commise est plus petite que 0,00007. 

Le calcul précédent détermine approximativement le côté de 
i'ennéagone régulier étoile; on voit qu'il est sensiblement égal 
aux î- du rayon. En prenant cette valeur dans un cercle avant un 
rayon de i ln , l'erreur commise sur la longueur du côté est plus pe- 
tite que \ de millimètre. 

-1. Je ferai encore, dans la formule (a), x= -> d'où 
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Cette formule n'est justifiée que pour # = -, n étant un entier 
au moins égal à 2; mais, st l'on remarque qu'elle donne des résul- 
tats exacts pour x = 1 et x = §, on en conclut qu'elle doit donner 
une assez grande approximation pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre oel+i. 

Four donner une idée de l'approximation qu'elle comporte, je 
transcris ci-après une Table donnant, pour un certain nombre de 
valeurs de l'angle — , la valeur des cosinus calculés au moyen de 
la formule (3) et leur véritable valeur; quand ces quantités sont 



exprimées • 

esaeles. 



9° 



■aies, le, 



Vill: 



par la formule (3 

■•• °.9»-/ 

... 0,95,1 

... < V ji3- 

. . 0,8662 

. .. 0,766, 

" 7; 

. .. (1,042s 

... o,58 7 8 

... 0,2501 

... o,i 7 3g 

... 0,0874 



décimales 



1,95» 

ï,gi35 



fi 
3,6438 



( ,i 7 3R 
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SUR QUISLOU-: 



PROPRIETES DES EQUATIONS ALGEBRIQUES 

OUI ONT TOUTES LEIRS RACINES RÉELLES. 

Nouvelles Annales de Mathématiques, t. XIX; 1880. 



1. Je considérerai d'abord l'équation qui détermine lang 
quand on connaît tanga, 

On a, d'après la formule de Moivrc. 



(-;*-;)■■ 
(-:-'-;)■- 



ou, en posant tang - = x, 

On voit immédiatement que cette équation ne peut avoir des 
racines égales; pour démontrer que toutes ses racines sont, réelles, 
je remarquerai que, pour chacune d'elles, on a 

mod (!+(«)= mod(i—ix); 

de celte identité on déduit aisément la réalité de jr. 
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Supposons, en effet, que X puisse avoir la valeur imaginaire 



mod(i-p-i-«)=mo*(n-P-«) 
ou bien 

ce qui est évidemment impossible si [3 est différent de zéro. 
L'équation (i) a donc toules ses racines réelles et inégales {'). 

2. Les mêmes considérations permettent de démontrer une 
importante proposition, due à M. Hermite ( a ) et que l'on peut 
énoncer de la façon suivante : 

Soient ct+pi, y H- Si, ..., X + jjli des quantités imagi- 
naires, dans lesquelles les coefficients de i ont tous le même 
signe ; si l'on pose, pour abréger. 

n<»-«-p»')' a <»-«-PO(»-T-*0-..(»-*-F"") 

l'équation 

*>*(*)+?♦(*)= o. 

où p et q désignent des nombres réels arbitraires, a toutes ses 
racines réelles. 

Gel. te équation peut se mettre sous la forme suivante 

(p - zq)ll(.v - * - PO-l-O» + ^)H(* - a-J-p() = a, 
d'où l'on déduit 

[2) modn(flî — a— pO = ™-odn(w — «+ pi), 

et il est aisé d'en conclure que x est nécessairement réel. 



{') Voir à ce sujet deux Notes de Al. Bielilei : Sur une application de la mé- 
thode, de Sturrn cl Sur quelques !:i/iiit!i'in.i al.^e'briqnes qui ont toules leurs 
racines réelles [Nouvel la Annales tic Mulla'-maiiqiics, y .-éric, t.. XIX, p. 76 et 
'19)- 

( 2 ) Sur l'indice, des fractions, ratiannettes (Bulletin de la Société mathéma- 
tique, t. VII, p. 1Ï1). 

M, Biehler est iirrivé «11 même temps un mi': iliéûivme, qu'il a démontré dans 

une Noie Sur une élusse d. 'équations a/gclir/ques dont tontes tes racines sont 
réelles, insérée au Journal, de \\. Borehardt, t. 87, p. 3ti<i. 
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Ayant, en effet, trace: dans un plan deux axes rectangulaires OX 
et OY, je représente, suivant l'usage ordinaire, la quantité imagi- 
naire X -f- Yï par le point dont les coordonnées sont X et Y. 
Soient À, C, ..., L les points qui représentent les quantités 
a H- $i, y + 8ï, . . . , X+ jAt; les nombres ji, 3, . . . . ej. avant tous 
le même signe, ces points sont tous situés d'un même côté de 
l'axe OX, au-dessus de cet axe par exemple; quant aux points 
A', C, .... (-.', qui représentent les quantités eonj liguées a — [it. 
y — -ai, ..., À — j.), comme ils sont symétriques des premiers 
relativement à l'axe OX, ils sont situés au-dessous de eette droite. 

Cela posé, en désignant par P le point représentatif de .#, l'éga- 
lité (a) peut s'écrire ainsi eju'îl suit : 

PA.PC...PL = PA'.PC'.-.PL'. 

e point P serait situé en dehors de 
par exemple, et l'on aurait 



o. 




îi X 


était imagi 




re, le poi 


l'a 


xe 


OX. 


, au-dessus 
PA < PA', 


de 


cette eiroil 
PB < PB', 



inégalités incompatibles avec la relation précédente. 

La quantité x est donc nécessairement réelle et la proposition 
est entièrement démontrée. 

3. Parmi les conséquences que l'on peut en déduire, je men- 
tionnerai la suivante, à. cause de sa simplicité. 

Soit/(x)— o une équation algébrique ayant toutes ses racines 
réelles; en désignant par w, p et q des quantités réelles quel- 
conques, si l'on pose, pour abréger, 



l'équation 



/( î - + (u( -)-F(.r)4- [ -*(.r). 
f F(ï)+j*(*)=o 



A. Quand, une équation algébrique étant ordonnée suivant les 
missanees croissantes de la variable, la suîlc des termes présente 
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des lacunes, on peut, comme on le sait, en déduire aisément une 
limite .supérieure du nombre des racines réelles de l'équation. 

Cette conséquence immédiate de la règle des signes de Descartes 
a de nombreuses applications; en voici quelques-unes très simples 
qui présentent quelque intérêt. 

Soit f(x)r= o une équation algébrique du degré n et avant 
toutes ses racines réelles ; développons - . suivant, les puissances 
croissantes de x. Soient F (.r) la série que l'on obtient ainsi et *(x) 
l'ensemble des termes de cette série dont le degré ne dépasse 
pas m. 

Par définition, le polynôme <ï>(z) du degré m est tel que le dé- 
veloppement de la différence -j— <&{x), suivant les pu 

croissantes de :r, commence par un terme d'un ordre 
à m; on en déduit facilement l'égalité suivante 

où I' désigne un polynôme et p un nombre entier supi 
d'où encore 

/(*)*(*)=i-*#P. 

Considérons maintenant l'équation 



que l'on peut écrire 



/ f (»)*(»)=o, 



Cette équation présentant une lacune de {p — i) termes entre le 
premier et le second terme, le nombre de ses racines imaginaires 
est au moins égal à (p — a), et par conséquent au moins égal à 
(m — i), puisque p est plus grand que m. Ces racines appartien- 
nent toutes aux deux équations f(x)= o et4»(a-)== o; la première 
a d'ailleurs tontes ses racines réelles et la seconde est du degré m, 
d'où il suit que, ayant au moins (m — i) racines imaginaires, elle 
ne peut avoir qu'une seule racine réelle, ce qui aura lieu si elle 
est. de degré impair, 

Les considérations qui précèdent s'appliquent au développe- 
ment de l'expression où q désigne un nombre entier posi- 
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tif quelconque cl f(x) un polynôme décoinposable en fadeurs 
réels du premier degré. 

Désignons pur 'l'(x) l'ensemble ries termes 'le ce développe- 
ment dont le degré ne dépasse pas m; le premier terme delà série 



étant d'un ordre supérieur à m, on en conclut aisément l'égalité 

où P désigne un polynôme et p un nombre entier supérieur à m. 
Celle égalité peut s'écrire 

t-*pP=/<»)*f<*), 

et l'on en conclut, comme précédemment, que l'équation 



a au moins (m — 1) racines imaginaires; ces racines ne pouvant 
appartenir qu'à l'équation 4>(jb)=o, ceile-ci, qui estdu degré m, 
a au plus une racine réelle. 

J'aurais pu considérer l'expression , où r et q désignent 

deux nombres entiers positifs quelconques, puisque, %\f{x') est 
décomposable en facteurs réels du premier degré, il en est de même 
de/' r (ic),et de là, en passant au cas où la fraction - tend vers un 
nombre incommensurable quelconque, j'énoncerai la proposition 
suivante : 

fin désignant pur o> une quantité positive quelconque (com- 



isurable ou incommensurable), si l'on développe 



/«(„• 



vaut les puissances croissantes de x et si l'on désigne par<P(,x) 
l'ensemble des termes de ce développement, dont le degré ne 
dépasse pas m, quel que soit le nombre m, l'équation $(w) = o 
a ait plus une racine réelle. 
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o. Comme application, je poserai 

*.>-(.-;)*< 

on voit, par ce qui précède, qu'en désignant par <!>(#) l'ensemble 
des termes du degré /h dans le développement de f i -1 , l'é- 
quation <&(#)= o a au plus une racine réelle, quel que soit le 
nombre positif/». Si, maintenant, on fait croître indéfiniment/), 
l'expression ( i — — ] a pour limite e x . 
D'où la proposition suivante : 

Si l'on égale à zéro l'ensemble des m premiers termes de la 
série suivant, laquelle, se développe e* ', l'équation ainsi obtenue 
a au plus une racine réelle. 

Cette proposition peut, du reste, se démontrer très aisément 
en s'appnyant sur le théorème de Rolle £dom' notamment le Cours 
d'Analyse de l'Ecole Polytechnique de M. Hermite, année 
1867-1868); maïs il résulte, en outre, du théorème démontré 
plus haut, que, si /(ai) est un polynôme déeomposable en fae- 
teurs réels du premier degré, le développement de l'expression 

jouit de la même propriété, quel que soit le nombre positif to. 

6. Les considérations qui précèdent s'appliquent entièrement à 
un cas plus général et plus important; mais, avant de l'aborder, je 
crois devoir rappeler quelques définitions. 

En désignant par V(.t) un polynôme entier en x ou une série 
ordonnée suivant les puissances croissantes de x, et par — — - 
une fraction rationnelle dont îe dénominateur est du degré n et le 
numérateur du degré m, on dit que cette fraction est une réduite 
de V(x) si le développement en série de la différence 

■t'Crï 

Vf ici— ■ ■' 

commence par un terme de l'ordre de ,r'" + " +l . 
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Il est facile d'obtenir ces réduites ; multiplions, eu effet, Y (x) 
par un polynôme F(j:) du degré n et renfermant., pat" suite, 
(ra-Hi) indéterminées. En développant le produit ainsi obtenu, 
nous obtiendrons d'abord un polynôme du degré m, ®(x), puis 
une série de termes contenant x" 1 en facteurs, et nous pourrons 
disposer des (n -+- 1) coefficients indéterminés de façon à annuler, 
dans le développement, les coefficients de x'" +i , x m+ -, . . .,x'" + '". 
il suffira, en effet, pour cela, de trouver des valeurs de (n-f-i) 
inconnues satisfaisant à «équations linéaires sans second membre, 
et l'on sait qu'un pareil système d'équations admet toujours au 
moins une solution dans laquelle les inconnues ne sont pas toutes 
nulles en même temps. Les polynômes F(x) et #(#) étant déter- 
minés comme je viens de le dire, il est clair que la fraction ^ j 
est une réduite de F(^). 

Cela posé, /(x) désignant un polynôme décomposable en fac- 
teurs réels du premier degré, soil^^— une réduite du /(x), en 
sorte que, <b(x) étant du degré m et F(x) du degré n, le déve- 
loppement de 

commence par un terme de l'ordre (m -\-n -+- 1). 

On aura évidemment, en. désignant par P un polynôme entier, 

d'où 

Or, le terme du degré le plus élevé dans <!>(./■) étant du degré m, 
on voit que l'équation 

a au moins (n — i) racines imaginaires, et, comme ces racines 
appartiennent à l'équation F(.z)/(x) = o et que f{x) = o a toutes 
ses racines réelles, on en conclut que l'équation F(x) = o, qui est 
du degré n, a au plus une racine réelle. 

On obtiendrait un résultai analogue en considérant les réduites 
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=^--' du développement de la fraction -j- — , et l'on établirait faci- 
lement que l'équation <P(x) = o a au plus une racine réelle. 

En particulier, posons d'abord, en désignant par p un nombre 

*"-(";)'■ 

Si nous faisons croître indéfiniment le nombre entier/», nous en 
conclurons que les dénominateurs des réduites de e x ont au plus 
un facteur réel du premier degré; nous voyons, en outre, que la 
même proposition a lieu à regard des réduites de l'expression 
e x v(x), où s (.■(•') désigne im polynôme d.éeomposablc en facteurs 
réels dit premier degré, 

Sembhblement. en posant 

*"=(-ï)' 

et en faisant croître indéfiniment le nombre entier/», nous voyons 
que les numérateurs des ré'duites de e' : ont au plus un facteur réel 
du premier degré, et la même proposition a lieu à l'égard des nu- 
mérateurs des réduites de l'expression — ,— > où o(x) désigne, 
comme ci-dessus, un polynôme quelconque décomposable en fac- 
teurs réels du premier degré. 

7. Comme je viens de le montrer, si l'on considère une réduite 
quelconque ~~ de la transcendante e*, les équations <& (x) = o et 
F(tf)=o ont au plus une racine réelle. 

Il ne sera peut-être pas inutile de montrer comment on peut fa- 
cilement former les polynômes F(,r't et <b(x). 

A cet effet, je considérerai l'expression \'(x)e' x et poserai 

Le polynôme F (as) étant du degré n, je remarque tout d'abord 
que A m+ „, qui est do degré (m — />), est divisible par;". En déri- 
vant par rapporta : l'équation précédente, on a d'ailleurs 

d'où 

ï,\,«*=ïAiTJ'-i: 
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et Ton en conclut que chacun des coefficients A^ est [a dérivée 
par rapport à z du coefficient qui le suit dans la série. 

Je remarque maintenant que, F(x) étant le dénominateur d'une 
réduite de e x , le développement de F(x)e x manque des termes 
en x nl+i , x m+i , . . . , x m+ " ; tous les coefficients 

A m+ „ A. m+ „ ..., A w+n 

s'annulent donc quand on y fait s = i. Par suite, A m+ „, ainsi 
que ses («. — i) premières dérivées, s'annule dans la même hypo- 
thèse; An, +/i est donc divisible par (s — i)". J'ai montré plus haut 
que ce coefficient était du degré (m -\-n) par rapport à la lettre z 
et qu'il était divisible par z'"; il est donc égal, à un facteur nu- 
mérique près (que l'on peut, prendre arbitrairement), à S 1 ™ (s — l) n . 
Ainsi, une propriété caractéristique du polynôme F(x) est que, 
dans le développement de F(a.')e i3! suivant les puissances crois- 
santes de x, le coefficient de x'" + " est (sauf un facteur numérique) 

En supposant donc ce facteur égal à = — j- — et en po- 
sant 

on obtiendra facilement l'égalité 






Quant au polynôme 4?(ir), je remarquerai, pour le déterminer, 
une la fraction — — est une réduite de e" x et que celte fraction 



,Google 



SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DUS ÉQUATIONS A 

tend vers l'unité quand x tend vers zéro ; on a donc, en appliquant 
la formule précédente, 






8. Considérons en particulier les réduites principales, c'est- 
à-dire celles où m = n ; onaalors(') 



° , »(»-■) 



■ «(a»-.) 

i.».3 ■.(,«-ij(..-i) 

. »(—■)( — a) J 

t.a.3 a«(a»-i)(a»-a) 

en sorte que *(a:)= F( — x) 
Avant 

on en déduit 



g F<>r 



et, en égalant lus dérivées des deux membres, 

F<» *(») ^ v '' 

En désignant par a, [3, y, ... les diverses racines de l'équation 
F(#) = o, on voit aisément que lesraeincs de l'équation ${#) = o 



(') Sur ces polynômes, voir le Mémoire de M. Hermite Sur la /onction expo- 
nentielle. 

(') Je désigne ici et dans tout ce qui suit par (a*) une série ordonnée suivant 
les puissances de X et commençant par un terme de l'ordre jW. 
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sont — a, — |3, — y, ... ; l'égalité précédente peut donc s'écrire 

Kn désignant par S. p la somme des inverses des puissances p i: ' me - 
des racines de l'équation l'(x)= o. on on déduit, en développant 
le premier membre en série, 

d'où les relations suivantes, qui caractérisent entièrement le poly- 
nôme F(x) : 



(') Sur celle ({ueslion, voir <mi \nii: Sur (in j)i'i,b!''ine d'Algèbre iliullelin de 
(<i Société muthiintcUiqite, l. Y ; 1S77. 
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PROBLÈME D'ALGEBRE. 



Bulletin de la SochJle mnUiihiiiiliijiui de Fiance, t. V; 1877. 

1. En désignant par S^ la somme des puissances d'ordre u. des 
racines de l'équation de degré n, f(x) = o, on peut se proposer 
de déterminer le polynôme /(*') connaissant S,, S 3 , ..., S^„_., . 

Comme on a ainsi n équations de condition pour déterminer les 
coefficients du polynôme, il est clair que ie problème est générale- 
ment déterminé. Il peut se faire néanmoins qu'il y ait une infinité 
de solutions; car, si l'on satisfait à la question, ce qui, dans cet- 
tains cas, sera évidemment possible, en prenant pour f(x) un po- 
lynôme de degré inférieur à n, en désignant par <f(x-) un poly- 
nôme quelconque ne renfermant que des puissances paires de x, 
on y satisfera aussi en remplaçant /(.r) par/(x)-|- v(w' i )x m , les 
coefficients de s(x-) et l'exposant m étant du reste arbitraires, 
pourvu que le degré de l'expression précédente soit égal à n. 

2. Pour poser d'une façon plus précise le problème à résoudre, 
je l'énoncerai ainsi : 

Déterminer un polynôme /'(x), de degré égal ou inférieur 
à n, jouissant, de ta propriété énoncée cl tel, que f(x)etf{ — x) 
n'aient aucun facteur commun. 

Jl est facile alors de démontrer que si le problème a une solu- 
tion, le polynôme/(x) est parfaitement déterminé. 

A cet effet, posons /( — x)=f{x)\ d'après ce que je viens de 
dire, la fraction %—{ sera irréductible. Soient de plus a, 6, c, . . . 



les racines de l'équation f ! x) 

?'t» /'(=■) 



r, -2^-Z-* 
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l'expression ( — - j désignant, en général, sans que je me préoccupe 
des valeurs des coefficients, une série développée suivant les puis- 
sances de - et commençant par un terme d'un degré au plus égal à 

F.n intégrant l'équation précédente entre les limites x el oo, il 
viendra 

ou, en posant, pour abréger, 

x 3*»^ (s«_i)*»-i 

et en passant des logarithmes aux nombres, 



(0 



" /(.o 






3. La détermination du polynôme /(#) est donc ramenée à la 
question suivante : 

Déterminer une fraction rationnelle irréductible dont le dénomi- 
nateur et le numérateur soient d'un degré au plus égal à /?, et qui 
soit égale au développement de e- n , en négligeant les termes d'un 
ordre supérieur à celui de -— • Il faut, en outre, qu'en désignant 
par/(.r)ce dénominateur, le numérateur de la fraction soit égal 
à/( — x)\ mais, comme je le ferai voir, il n'y a pas à se préoccu- 
per de cette condition, qui sera satisfaite d'elle-même si la pre- 
mière condition est remplie. 

Je démontrerai dlabord qu'il ne peut exister qu'un seul polv- 
iu'imc/(r) qui y salisfassc; en effet, sîft(x) était une autre solu- 
tion, on aurait évidemment 

d'où 

?(*>/.(»>-/(*)M*>=/(*)/i(*)( ; iiUï)» 

relation évidemment impossible, à moins que le premier membre 
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ne soit nul; car c'est un polynôme entier en x, tandis que le se- 
cond membre (s'il n'est pas nul) se développe suivant une série 
commençant par un terme en- , puisque chacun des polvnômes/(.r) 
cl/, (x) est d'un degré au plus égal à n. 

La relation précédente ne peut donc avoir lieu que si l'on a 

T(»)/i(»)-/(*)Ti(*)=o 
ou encore 

M*) /(*>' 

et, si l'on suppose ces fractions irréductibles,/, (x) ne doit diffé- 
rer que par un facteur constant de /(x). 

Ce polynôme n'étant pas d'ailleurs, par hypothèse, divisible 
par x, on peut supposer que le tenue constant qui y entre est égal 
à l'unité; il est alors complètement déterminé. 

k. Cela posé, il est facile de prouver que, la fraction irréduc- 
tible -jr~\ ayant été déterminée par la condition ci-dessus énoncée, 
? (x)<M égala /(-*). 

Eq effet, W ne renfermant que des puissances impaires de x, 
en changeant x en — x dans l'équation (i), il viendra 



■ une transformalion facile 



^AM- 



le polynôme o( — x), d'après ce que je viens d'établir, ne peut dif- 
férer que par un facteur constant de /(■'■) ; d'ailleurs, e aW , pour 
x— o, se réduit à l'unité; donc le premier terme de cp{ — x) est 
aussi l'unité et, par suite, 

T (-*)=/(*). 
S. Le problème est donc entièrement ramené à trouver un poly- 
nôme/^), de degré au plus égal à n, et satisfaisant à l'équation (i); 
mais on peut supposer qne f(x) soit effectivement de degré /(, en 
faisant abstraction de la condition imposée jusqu'ici, à savoir que 
'f(x) elf(x) sont premiers entre eus. 
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Kffectivement, si/(.r) était d'un degré m < n, il suffirait de mul- 
tiplier les deux tenue; de In fraction -".'-— par mil polynôme arbi- 

r /(*) * r J 

traire de degré (n — m) pour obtenir une fraction satisfaisant à la 
relation (i) et dont le dénominateur soit du degré n. 

Nous poserons donc/(,r) = i +ax+ b x^ + . . .+ /#"; a,b,...,l 
désignant « coefficients indéterminés, et nous exprimerons que le 
produit e iVl f(x) manque des termes en -> — , •■■) — ; nous aurons 
ainsi, pour déterminer les n coefficients inconnus, n équations li- 
néaires avec second membre. 

Généralement, le déterminant de ces équations étant, différent 
de zéro, elles fourniront pour les coefficients de; valeurs bien dé- 
terminées; le polynôme /(.!') sera donc effectivement du degré n. 

Si le déterminant est nul, il se peut que le problème n'ait pas de 
solution; s'il y en a une infinité, on déterminera l'un quelconque 
des polynômes /(.r) satisfaisant ans équations, et l'on en déduira 
le numérateur correspondant <${x)\ on réduira ensuite la frac- 
lion y à sa plus simple expression : le dénominateur de la frac- 
lion irréductible ainsi obtenue sera la solution cherchée, et son 
degré sera inférieur à n. 

6. Il est clair que l'on peut remplacer l'expression e 2W par toute 
autre expression dont le développement coïnciderait avec elle jus- 
qu'aux termes de l'ordre de ■■■- inclusivement. 

Ainsi, si l'on développe en fraction continuel'expressionr r 1 , 

où m désigne un nombre quelconque, et si l'on forme la réduite 
dont le dénominateur /(./') est de degré n, les racines de l'équation 
f(x)= o jouiront delà propriété que les sommes S,, S 3 , . .., S»«_ t 
soient toutes égales à m. 

7. Les résultats obtenus dans cette Note peuvent s'énoncer ainsi : 
Les coefficients d'un polynôme de degré « s'expriment rationnel- 
lement en fonction des fonctions symétriques S, , S n , ■--, S a „_, des 
racines de l'équation /(#)= o. C'est ce qu'il est facile du reste 
de vérifier au moyen des formules de Newton, au moins pour de 
petites valeurs du nombre n. 
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DETERMINATION D'EQUATIONS NUMERIQUES 

AYANT UN NOMBRE DONNÉ DE ItACI.NES I>LAI,[>"AI]U:S . 
Comptas rendus di-s stances de l'Académie dus Sciences, t. XC; 1880. 

Il est très facile de former des types d'équations ayant tontes 
leurs racines réelles, et de celles-là on déduit, comme on le sait, 
par les niovens les plus élémentaires, lui nombre indéfini d'équa- 
tions qui ont toutes leurs racines imaginaires on du moins ne 
peuvent avoir qu'une racine réelle. 

Il est moins aisé de former des équations ayant un nombre dé- 
terminé de racines réelles et un nombre déterminé de racines 
imaginaires; l'étude des polynômes entiers qui satisfont à une 
équation différentielle du second ordre fournit néanmoins un 
grand nombre de solutions de ce problème. 

Pour en donner un exemple, jo considérerai l'équation 



cfy_ 



à laquelle satisfait le dénominateur /„, de I 
transcendante 



T^- 



»■('), 



( ' } Voir ms .Noie Sur 1'irdégrale ( F - J - (Bulletin de la Société mathé- 
matique df i'rance., !.. VII, p. 7s). 
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et l'équation f m = o a toutes ses racines réelles, inégales et néga- 
tives. Deux polynômes /,„ et/,,, oùmet/i désignent deux nombres 
entiers différents (je supposerai m > n), ne peuvent, d'ailleurs, 
avoir de racine commune. 

Cela posé, des deux identités 

et 

^/; + (^ + i)/'„=»/« 

on déduit aisément l'é"-ajité suivante, 



V =fnf m -f, n f' a . 

L'équation V = o a, du reste, toutes ses racines inégales; car, 
si un nombre a. annulait à la fois V et sa dérivée, il annulerait évi- 
demment un des polvn ômes /"„, et/,j sans annuler l'antre; en sup- 
posant qu'il annule /„„ il devrait annuler également f m} ce qui 
est impossible, puisque l'équation f' m =o a toutes ses racines 



De la relatioi 



;édente on dédui 



En désignant, avec Cauchy, par la lettre I l'indice d'une fonc- 
tion et par s une quantité positive très petite, j'en tire l'identité 



I^-If 






où le premier membre est, au signe près, le nombre p des racines 
négatives de l'équation V = o, puisque le facteur x demeure né- 
gfltîf dans L'intervalle considéré. Dans le second membre, on peut 
négliger le terme — (x + i), qui ne devient jamais infini pour 
aucune valeur finie de la variable, ainsi que le facteur positif 

(,„-„). 
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'KQUATIONS NUME1U(JIJE5. 12 

On a d'ailleurs, d'après une proposition fondamentale due ; 
Caucl,;, 

Y >-■'• -, I f-f-~f-f: 

lf,f„-/„,f, 1 /-/. ' 

il suffît, pour le voir, de remarquer que le rapport 

/„/',-/-/'. _ (m -„)*-+'-' + ... + (m -,,)., .,.3. .. m., .l.i..., 
f m f, *-« + ...+,.,. 3. ..m.,.1. 3...» 

est négatif pour a: = — oo et positif pour x = — s. 

Les polynômes /,„ et/,, étant premiers entre eux, on a 

Y /../',,-/../'. _ Y f- _ Y f' - m - „ 

i /.,/. -Vu y./.- 



En désignant de même par le nombre des racines positives de 
l'équation V — o, on a 






ce nombre se réduit ù 






/,/,.-/,„/; „„„,„„„ le 



puisque le rapport ■'■■- '". j mJ " ■ conserve le même signe pour 
x = e et pour # = oo, Il est, du reste, égal à zéro, puisque l'équa- 
tion f m f a = on'a pas de racine positive. 

On en conclut que l'équation V = o n'a pas de racines réelles 
positives, et, comme clic a seulement m — /; — i racines réelles 
négatives, elle a r j.n racines imaginaires. 
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SUR LES 

ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 



Comptes rendus des src/nees de L'Ae.adriuie des Sciences, t. XC; 18B0. 

1. Les équations algébriques dont, le premier membre satisfait 
à une équation dill'érenl.ielle linéaire du second ordre jouissent de 
propriétés particulières qui, pour la solution d'un grand nombre 
de problèmes, fournissent des méthodes loul à fait spéciales, 

En me bornant ici au cas où elles ont toutes leurs racines 
réelles, je prendrai pour point de départ la remarque suivante. 

En désignant parF(x)-- o une équation algébrique de degré n, 
dont toutes les racines sont réelles, et par a. une quelconque de 
ces racines, si l'on pose, pour abréger, 



F(.r) _ 



A"), 



il est clair que J'éqnation y"(j;)--- o a également toutes ses racines 
réelles; par suite, son bessien 

{n-*)f(*)-(n — i)f{*)f{x) 

ne peut avoir une valeur négative, et en particulier l'expression 
((.-«)/»(«)-(»- .)/(«)/"(<•) est poùlive ou nulle. 
On a d'ailleurs, comme il est faeilc de le voir, 

/o)=F(a), rw~~ et /"<«> = 4^' 

d'où l'inégalité 

Supposons maintenimt que le polynôme F satisfasse à l'éqna- 
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lion différentielle horaire du second ordre 

py+Q/-l-R 7 = o; 

il satisfait également à l'équation 

P J »+(Q + F) r '+(R + QV+R , / = o, 

que l'on déduit de lu première par dérivation, et de là résultent, 
en faisant x = -j., les deux relations suivantes. 

P|F*(<0+Q i F'(<0=o 1 

i , c f'"( K )^(q ( ,+ p;)f"(c 1 )+(r _q;)F'( I )= o , 

où l'indice o indique ce que deviennent les coefficients quand on 
y a remplacé x par a. 

Klles donnent des valeurs respectivement proportionnelles à 
F'(a), F"(«)i F" f (ot), et l'on en conclut sans peine que le polynôme 



a une valeur positive ou nulle quand on y remplace x par une ra- 
cine quelconque de l'équation F(x)= o. 

Si donc on suppose que iï ne soit pas positif pour toutes les va- 
leurs de x, on déduira de là des limites entre lesquelles sont 

comprises les racines de cette équation. 

Je ferai remarquer en passant que, si Q avait constamment une 
valeur négative, on en conclurait avec certitude que l'équation 

proposée a des racines imaginaires. 

2. Comme première application, je considérerai les polynômes 
U„ étudiés par M. Hermite dans sa Note Sur un nouveau déve- 
loppement en série des fonctions ( Comptes rendus des séances 
de l'Académie des Sciences, !.. LVI1I), et qui satisfont à l'équa- 
tion dillcreiiticlle 

y"—cc/+n.y = o. 

On trouve siins peine iï — n i - -'-"■- x' 1 ; on a doue, pou r 
toutes les racines de l'équation U H = o, 



/Google 



et l'on voit que la valeur absolue de la plus grande racine est au 

plus égale à - -— ■■ 

</n ■+- 2 

Il est facile d'obtenir, du reste, une limite plus rapprochée et 

en môme temps une limite de la valeur absolue de la plus petite 

racine. En supposant d'abord n pair et égal à 2 m, je poserai 

x 2 = £, en sorte queU„(.r) se transforme en un polynôme V„ du 

degré m en £, satisfaisant à l'équation différentielle 

' d\* ■ { "' d\ + y ' 

et l'on en conclut, en remplaçant \ par sa valeur x 2 , que les va- 
leurs absolues des racines de l'équation U„=o (lesquelles sont 
deux à deu\ égales et de signes contraires), sont comprises entre 
les deux racines positives de l'équation 

En y faisant successivement m = 1 et m=a,on obtient les 
équations 

3(^_,)î=o et 4l>>— G37*-i-3) = o, 



qui déterminent exactement les racines des équations U 2 = o et 
U„ = o. 

Supposant en second lieu n impair et égal à v.m + 1, et posant 
encore x-= £, je remarque que —'-';'- est un polynôme V„ du de- 
gré m en lj et satisfaisant à ( ! équation différentielle 

et l'on en conclut imjnédin Leinenl que la valeur absolue des racines 
de l'équation U 2ni+ , = o (abstraction faite de la racine zéro) est 
comprise entre les deux racines positives de l'équation 

(m + 2)3-*- 2(4»'"-"' + 6)3-1+33/» - 6 - o. 
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>. = ! elle devient 

îfjps— 3)»= o 



dans ces deux cas, elle donne les valeurs exactes des racines des 
équations U :) = o et U s = o. 

3. Comme second exemple, je considérerai les polynômes de 
Legendre X„ qui satisfont à l'équation différentielle 

(aj'-i)/H-wy-n{»+()j' = .- 
On a 

d'où l'on conclut que toutes les racines de l'équation X„= o sont 
inférieures en valeur absolue à 



-o^P 



En effectuant, comme plus liant, la substitution cc i = ?, on peut 
déterminer une limite plus approchée et en même temps une limite 
de la valeur absolue de la plus petite racine, 

En supposant d'abord h pair et égal à a m, on trouvera sans 
peine que les valeurs absolues des racines de l'équation X 2m = o 
sont comprises entre les deux racines positives de l'équation 

' "-(3«»-i)*+ain(»in-l-0(**-» , )-+-6»*-4«*+a = o. 



4(m-i) v 
Pour m = i elle devient 

(3^-i)' = o r 



dans les deux cas, elle donne exactement les racines des équj 
X.. = o el X., = o. Pour m = 3 elle devient 
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dont les racines positives sont o,m3jo... et o,g335... ; les valeurs 
absolues de ta plus grande et de la plus petite racine de l'équation 
X = o sont, d'après Gauss, o, a 38(5. . . et o,o,3a5... . 

Ëd second lieu, si n est impair et égal à a ni + i, on trouve que 
les valeurs absolues des racines de l'équation X s „ (+ | = o sont 
comprises entre les deux racines positives de l'équation 

jJ^ ) <S^-3) , + W** + 3)<*'-*i)4-io*»-ia*i+6 = o. 

Pour m = i elle devient 

(5«i- 3)»=.o, 
et pour m= a 

dans les deux, cas, elle détermine exactement (abstraction faite de 
la racine x = o) les racines des équations X 3 = o et X 5 = o. Pour 
m = 3, elle devient 

637**— 678af*H-g3 = o, 

dont les racines sont o,4oa3i . . . et 0,930.. . ; les valeurs absolues 
de la plus petite et de la plus grande racine sonto,4oâ8 — et 
0,949a.... 

4. L'expression Û, que j'ai considérée précédemment, jouit 
d'une propriété remarquable qui mérite d'èlre signalée. 

Soit un polynôme, de degré 11, ¥(:(■), satisfaisant à l'équation 
différentielle du second ordre 

Py+Q/-t-Rr = o; 

en désignant par a, [J, y et 3 des constantes arbitraires, il est clair 
que (y -4- Si;)" F ( —^-*l 1 est également un polynôme entier du de- 
gré/1 par rapport à £. Ce polynôme, qui; j'appellerai /(?), satisfait 
à. une équation différentielle du second ordre qu'il est facile de 
former. 

De l'équation 



.Google 



SUR LUE ÉmJATlOSS AI.GKERIQUES. 

effet, en posant, pour abréger, 



7 ~ "rff 7- ' J ~ rf(|' F + 2 k"- dlj 



On en conclut que l'expression f( - + tf \ satisfait à l'équation 
H'érenticllc 



7 = =-" «, 
rjue le polynôme/; ;) satisfait, à l'équation 

^i 1 ^ rsi 2 — - FSs ?1 du 

/.= rf|* + [ k ' i{n '' /: 3 ] d\ 
que j'écrirai, pour abréger l'écriture, tic la façon suivante : 

En désignant par U (Ç) l'expression 

pr+pq' — qp'- i( " ; "L 2 | ) '?'' 
on trouvera sans peine lit relation suivante : 

En particulier, si Û cl « sont des polynômes de même 
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(ce qui a lieu dans le cas le plu* général), cl si, à cause de l'ho- 
mogénéité, on introduit les variables y et r„ on voit que le poly- 
nôme w(Ç, ïj) se déduit du polvnômc Ù(x,v) parla substitution 

* = **i + PS, 

.7 = 7^ + 3=; 
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THÉORÈMES GÉNÉRAUX 

LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES. 

Nouvelles Annal':* de MaUicmalj.i/uv*. j- s^rie, t. X[X; 1880. 



1. Soient a et A tes affixes de deux quantités 

cl X, liées entre elles par la relation linéaire 



où a, j3, y et 3 désignent des quantités imaginaires quelconques; 
il est aisé de voir que, quand le [joint a décrit un cercle fou une 
droite), il en est de même du point À. Je m'appuierai fréquem- 
ment sur celle propriété très simple, qui se rattache immédiate- 
ment à la théorie bien connue de la transformation par rayons 
vecteurs réciproques. 

2. Dans loulce qui suit, la variable Y et les quantités analogues 
y, 7|, . . . sont égales à l'unité et. uniquement introduites pour 
Phomogériéilé des formules; je les remplacerai même souvent par 
l'unité lorsqu'il n'y aura lieu de craindre aucune confusion. 

Cela posé, soit l'équation 

(0 /(X,YHo, 

où /{X, Y) est un polynôme homogène cl du degré n par rapport 
à X cl Y. Désignons par a l'afiixe d'une quantité imaginaire quel- 
conque x et par % l'afiixe de la quantité £ qui est déterminée par 
l'équation 



.Google 



On peut énoncer la proposition suivante : 

Tout cercle passant par les points a et a renferme au moins 
une racine de V équation (i); il y a aussi au moins une racine 
à l'extérieur de ce cercle. 

li 'xcepliort ne lie ment, lotîtes les racines peuvent se trouver sur 
la circonférence du cercle; si celte circonférence, du reste, 
passe par [n — i) des racines, elle passe nécessairement par la 

pie me rac î ne . 

Pour démontrer cette proposition, je remorquerai que, la rela- 
tion (2) qui lie entre elles les quantités E et x étant projective, il 
suffit de l'établir pour nue position particulière du cercle et des 
points a et a. 

Je supposerai donc que le cercle se réduit à Taxe des abscisses cl. 
que l'on a# = cc et £ = 0; la relation (a) se réduit alors à 



et, comme b est la somme algébrique des racines, on voit que, si 
toutes les racines ne sont pas réelles (c'est-à-dire si elles ne sont 
pas toutes situées sur l'axe des abscisses), l'une au moins doit être 
située au-dessus de cet axe, tandis qu'une autre est située au- 
dessous. 

La proposition est donc complètement démontrée, 

3. Plus généralement, considérons les divers émanants 

P/ i H + 3p 1 /i r +3iip/^.- l -V^ 

du polynôme /. 

Soient (■) l'un quelconque de ces émanants, E et x deux quanti- 
tés quelconques liées par la relation 



Tout cercle passant par les points x et E renferme au 1 
une racine de l'équation (1 ) ; il y a. aussi au moins une n 
à l'extérieur de ce cercle 
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Pour le démontrer, je remarquerai que, étant un covarîant 
Je/, il suffit de l'établir pour une position particulière du cercle 
et des valeurs particulières de x et de !;. Je supposerai, comme 
précédemment, que le eercle se réduit à l'axe des abscisses cl que 
l'on ax = =oet^=:o, 

ftn considérant par exemple, pour plus de simplicité, l'éma- 
nant du troisième ordre, et en posant 

/=a „ + .,- + ^.- + "'-;;;;-V ,.., 

la relation (3) devient 



d'où l'on déduit d~ o; et de là résulte immédiatement que, si 
l'équation proposée n'a pas toutes ses racines réelles, il y a au 
moins une racine imaginaire dans laquelle le coefficient de (' est 
positif et au moins une dans laquelle il est négatif, ce qui consti- 
tue précisément le théorème que je veux démontrer. 

En supposant en effet que, dans toutes les racines imaginaires 
de l'équation (i), tes coefficients de i eussent le même signe, cten 
posant, pour abréger, 

/= F + »*, 

il résulterait d'une remarque importante faîte par M. Henni te et 
M. Biehler que l'équation pF -+- q<& = o aurait toutes ses racines 
réelles, quels que fussent les nombres réels p et q. 

Faisons, ce que l'on a toujours le droit de faire, a = i, et, met- 
tant en évidence la partie réelle des autres coefficients, posons 

il vient, en remarquant que d est nul, 

Or on peut toujours trouver deux nombres/) et q qui ne soient 
pas nuls en même Icmn? el tels que l'on ai! 
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mais alors l'équatioD manquerait des deux termes consécutifs en 
ic""" 1 et x"" 3 ; ce qui est impossible, puisqu'elle a toutes ses ra- 
cines réelles. 

Ce raisonnement serait en défaut si les coefficients de x" elx"~' 
dans (4) s'annulaient en même temps; mais on aurait dans ce eas 
jï'= o, et. cela ne peut avoir lieu, puisque j3' est la somme de quan- 
tités ayant toutes le même signe. 

La proposition est donc entièrement établie; je ferai encore ob- 
server, comme précédemment, que, dans certains cas particuliers, 
toutes les racines peuvent se trouver sur la circonférence du 
cercle. 

4. On déduit du théorème précédent une conséquence impor- 
tante. 

Soit K. un cercle (ou une droite) quelconque tracé dans le plan; 
il le divise en deux régions distinctes. Supposons qu'une de ces 
régions renferme toutes les racines de l'équation (;) et que le 
pointa; soit situé dans l'autre région ; je dis que toutes les racines 
de l'équation = o sont situées dans la région limitée par le cercle 
et qui renferme toutes les racines de l'équation (i). 

En effet, si l'une des valeurs de e satisfaisant à l'équation = o 
était située dans la même région que le point x, par les deux 
points x et £ on pourrait faire passer un cercle tangent à K; la 
portion du plan limitée par ce cercle et ne renfermant pas K de- 
vrait renfermer au moins une racine de l'équation (i), ce qui est 
impossible, puisque toutes les racines de cette équation sont com- 
prises dans la région qui ne renferme pas le point x ('). 



5. Il résulte de la proposition précédente que, si l'équation (i) 
a toutes ses racines réelles, l'équation = o (où l'on considère 
l'une des variables x et \ comme inconnue, tandis qu'on attribue 



(') J'ai (jnoiicij pour l;t première IViis les Un: on: m es j>rc:f:csfl<;iil.s il ji ri s une Note 
Sur la théorie des iy/ nation s nwin'riijue.i, insi'tw dans tes Comptes rendus des 
seanv.es de t'Acadcinic des Sctertces, t. LAMX, p. ggfi. 
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En particulier, l'équation 

a toutes ses racines réelles, quelle que soit la valeur réelle attri- 
buée àx, et de là résulte immédiatement celle proposition impor- 
tante que j'ai eu plusieurs fois occasion d'employer : 

Si l'équation f=o a toutes ses racines réelles, le h essieu du 
polynôme f 

a toujours une valeur positive ou nulle. 

tJ. On voit aussi que, si l'équation (i) a toutes ses racines 
réelles, il eu est de même de l'équation £/" a7 + /' J = o. 

Réciproquement, si, quelle que soit la valeur réelle attribuée 
à £, eelte dernière équation a toutes ses racines réelles, il en est 
de même de l'équation (i). 

Pour établir celte proposition, je remarquerai d'abord qu'en 
posant F = Ç/«+/yj l'équation F = o ayant par bypotbèse toutes 
ses racines réelles, l'expression F,:, — F',.)F V ; a toujours une valeur 
positive, quelle que soil la valeur de ï. 

Or on a 

f:.,. = if^ v +/':;.,.,. 

et, quand on fait Ç ;= x, ces expressions ont des valeurs respecti- 
vement proportionnelles à /£,,, f" ry et /*, ('), d'où il résulte que 
f'xy — f'x<fy* a toujours également une valeur positive. 

Cela posé, étudions comment varient les racines de l'équation 
F = o quand ç varie depuis — co jusqu'à + ce. 

En désignant par %' la dérivée de c par rapport à #, on a 

;7i+ S/;.+/i, ■=•>, 
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puis, en vertu de la relation %f' e -\-f y = o, 

Vf 2 =f r f*-S'*f*r = l n - ')(fUr r >-f"J y )\ 

or de là résulte que £' est toujours négatif. 

Ainsi, quand \ croît de — oc à +00, les diverses racines de l'é- 
quation F = o vont toujours en décroissant. 

Elles ont toujours d'ailleurs des valeurs distinctes (si l'on sup- 
pose, ce que l'on peut toujours faire, que l'équation / = o n'a pas 
de racines égales); car, si, pour deux voleurs différentes de £, l'é- 
quation F = o élail sallsfaite par la même valeur de x, on aurait 
à la fois 

et 

ce qui exigerait que l'on eût en même temps /!,.= o et _/'',.= o; or 
cela est impossible, puisque l'équation /= o n'a pas de racines 
égales. 

Pour fixer les idées, supposons n = 4, et soient, pour | = — ce. 
a, p et y les racines de l'équation F = r>; quand ; varie de — ce 
à -J- ce, la racine de l'équation F = o dont la valeur initiale est a 
va constamment en décroissant, passe de — «à + ce et acquiert 
finalement la valeur y; la racine dont la valeur initiale est [3 va 
constamment en décroissant cl acquiert finalement la valeur a. De 
môme, la troisième racine décr oïl eonsl.am me ni depuis y jusqu'à |3. 

La variable ç croissant constamment depuis — 00 jusqu'à +cc, 
il y a nécessairement un instant où elle a la même valeur que la 
troisième racine ; à ce moment, \ étant égal à x, on a 



Xf X +fy=*f X +J\ 

d'où il suit que cette valeur de £ est ur 

L'équation (1) a ainsi une racine 
prouverait de même qu'elle en a une 
antre entre a et — x> et une dernière < 
toutes ses racines réelles. 



racine de l'équation (1). 
>mprise entre y et [i; on 
emprise entre (3 et a, une 



7. Corn 



application, 
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Pour que celle équation ait toutes ses racines réelles, il faut et 
il suffit, d'après eu qui précède, que l'équation 

l(3x*+p)-+-ipz-t-3q =o 

ait toutes ses racines réelles, quelle que soit la valeur de £. 
De là résulte que 

P*—'\p¥—9<!i 

doit toujours èlre positif; ce qui exige que 4/J 3 H- 27 q 2 et p soient 
négatifs. On retrouve ainsi l'équation de condition bit 



8. La propriété du hessien d'un polynôme / décomposahle en 
facteurs réels du premier degré, que j'ai mentionnée plus haut, 
à savoir qu'il a une valeur constamment positive, est un cas parti- 
culier de la proposition suivante, qui a d'utiles applications. 

Si le polynôme f est décomposa ht e en facteurs réels du pre- 
mier degré et si l'on attribue à la variable x une valeur ima- 
ginaire, quelconque a -+- j3{, le coefficient de i dans toutes tes 
racines de l'équation = o est de signe contraire à celui de [ï. 

Ccl.lc proposition est un corollaire immédiat, d'un théorème gé- 
néral que j'ai démontré plus haut (n° -i). 

En particulier, si l'on fait x = a -1- pi dans l'expression 

./' ' 

le coefficient de i dans le résultat de la substitution est de signe 
contraire à celui de fi. 

Il en est de même des diverses expressions 







(n 


-0/ 
/" ' 


(„-■>)/ 


puisque 


', <|u 


and IY,| 


uatiou/=o :, 


tomes se 
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équations /'= o, f=o, ... (') jouissent de la même pro- 
priété, 

9. Comme application, en désignant par /un polynôme dccom- 
posable en facteurs réels inégaux du premier degré et par a et b 
deux constantes réelles arbitraires, je considérerai l'équation 



/ 



(4) 

En substituant successivement dans le (iremier membre de cette 
équation — ce, puis les racines de l'équation f= o et enfin -+-», 
on constate aisément qu'elle a toutes ses racines réelles si b est 
<^ o et qu'elle a au plus deux racines imaginaires si b est > o. 

Dans ce dernier cas, désignons par a -+- j3j une de ces racines; 
il résulte de ce qui précède que, si l'on remplace x par cette va- 
leur dans l'expression 



le coefficient de i dans le résultat de la substitution doit être de 
signe contraire à [3. 

Or, en vertu de l'équation (4), elle se réduit à 



où le coefficient de /est 



*>'- ?'J 



Ayant donc i — - — _ — ^<o, on en déduit tout d'abord, 
comme je l'avais trouvé directement, que l'équation (4) ne peut 
avoir de racine imaginaire que si b est )> o. 



(') Ici, ainsi que dans tout ce qui suit, je désigne? 
vues île/ prises par rapport !x lu variable a;. 
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On voit en second Heu que, si b estX>, et ni l'équation a 
deux racines imaginaires, elles sont, renfermées élans l'inté- 
rieur du cercle rlont l'équation est 

11 os! remarquable que la position de ee cercle ne dépende pas de 
la valeur des racines de l'équation/^ o. 

10. Considérons une équation / -- o à coeflicierHs réels ou ima- 
ginaires ; soient/), //, //, . . . les coefficients de (dans ses racines 
cl jâ un nombre quelconque égal on supérieur an plus grand de ces 
coefficients. Traçons dans le plan la droite parallèle à l'axe des 
abscisses et dont l'ordonnée a pour valeur [3; on voit que toutes 
les racines de l'équation/ = o sont situées au-dessous de cette 
droite ou sur cette droite, et, en vertu d'une proposition énoncée 
ci-dessus, il en est de même des racines des équations 

./' = •>, /*=<>, /'" = <>, .... 



r r r 

on remplace x par la quantité a-)- $i, où y. désigne un nombre 
réel arbitraire et £J le nombre défini ci-dessus, le coefficient de i 
dans les résultats obtenus est inférieur à j3. 

Soient F — o une équation quelconque de degré n et a+£ii 
celle de ses racines pour laquelle le coefficient de ( a la plus grande 
valeur; en posant, pour abréger. 

on voit que, dans les expressions 

*--' /'(«-H PO ' 
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l'où la conclusion suivante : 
filant donnée l'équation du degr 



désignons par % + fi i celle de ses racines ( ' ) pour laquelle le 
coefficient de i a la plus grande valeur; cela posé, les coeffi- 
cients de i dans les expressions 

F'(«-hP*)' F-(«-|.pi)' 

sont tous positifs. 

11. Comme application, je me propose de montrer que le poly- 
nôme du degré n, étudié par M. Henni te cl qui satisfait à l'équa- 
tion différentielle linéaire du second ordre 

(5) /■-I/+V-». 

a toutes ses racines réelles, 

Cette proposition bien connue peut s'établir par les considéra- 
tions les plus élémentaires; je crois néanmoins, dans cette question 
importante de la détermination de la nature des racines d'une 
équation, qu'il est utile d'étudier toutes les méthodes qui peuvent 
conduire au résultat. 

Supposons donc que l'équation /= oait des racines imaginaires. 
et soit a -+- j3j celle d'entre elles pour laquelle îc coefficient île i 
est le plus grand. Je remarquerai tout d'abord que, l'équation 



('I Plus exactement : /'tmc t/aefauti/ue ttes racines /lotir Icsi/ucfta /<: cocjfi ■ 
lient de i a ta plus grande valeur. Il pourrait se faire en effet que plusieurs 
racines ne di durassent que par leur païLic réelle. 
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ajanl ses coefficients réels, les racines sont conjuguées deux à 
deux; par suite, 3 a une valeur positive. 
J'observe ensuite que l'expression 



y^- : 



en vertu de l'équation dillérenlielle (5). 

Or, le coefficient de i. dans cette expression est le nombre essen- 
tiellement négatif -j — ^. ce qui, d'après la proposition énoncée 
plus liant, est impossible. L'équation a donc toutes ses racines 
récites. 

La même démonstration s'applique au polynôme de Legendre 
X„ qui satisfait à l'équation différentielle 

(»«-i)/'+a»/'-/»(/. + i)/=o. 

lin conservant les mêmes nolalious que ci-dessus, on voil en- 
core que, en vertu de culte équation différentielle, l'expression 



>"i 


■ +P0 


i 


'+■?•> 


[-( 


"+M> 



où le coefficient de ta le signe de l'expression 

-fi(i + a>+f)=) 

et, celle quantité étant essentiellement négative, il en résulte que 
les polynômes X„ ont totiLes leurs racines réelles. 



,Google 



su; i.'Mï 

PROPRIÉTÉ DES POLYNOMES X. DE LEGfflDRE. 

Comptas rendus des .■«■ttin-es de /' ■ictiile/iiie des Seier/ees, 



1. ÉLant donné un polynôme entier l'"(x), on sait que l'on peut 
toujours, en désignant par A, B, . . ., H, K, L, ... des coeffi- 
cients constants, poser identiquement 

F(3;) = AX„ i +BX / ,-)-...+ HX ) .-t- KX,+ LX, + 

Je supposerai que les nombres entiers m, p, . . . soient rangés par 
ordre croissant de grandeur; cela posé, on peut énoncer le théo- 
rème suivant : 

Le. nombre, des racines positives de l'équation F(/c)= o, qui 
sont égales ou supérieures à l'unité, est an plus égalait nombre 
des variations que présentent les termes de la suite 

(r) A, lï, ..., H, K, L, .... 

Pour établir cette proposition, je ferai voir que, si elle est vraie 
quand la suite précédente présente (11. — i) variations, elle subsiste 
encore quand le nombre des variations est égal, à n ; la proposition 
sera ainsi démontrée, puisqu'elle est évidente quand tous les coef- 
ficients sont de même signe. 

A cet effet, en supposant que la suite (i) présente n variations 
et que H et K soient deux coefficients consécutifs et de signes 
contraires, je considère l'expression — ^— > qui s'annule en même 
tempsqucF(.r) cl demeure finie cteonlinue pour toutes les valeurs 
de x égales ou supérieures à l'unité; en posant — — ^t— = „, i 
on déduit du théorème de Rolle 

(F)§(/)+'C)- 
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On a d'ailleurs 

/(i)=sa(x;,x,-x;x,„); 

Jes deux équations 

(«■-i)i;-n»*i=.pO. + i)X, 

(».-Ox;+^x; = .(, + i)x„ 

où p désigne un no m lire entier quelconque, on déduit 

g[(i'-i)(XiX,-X;X,)] = ti'(^ + i)-'(' + 0]X,X,; 
d'où 

•-1/ i"(,._i)/(«)=X,*(»), 



*(=:)= 4[ m ( m + i)-,(.-n)]X,„ + ... 

+ H[r(r + i)_,(, + i)]X,+ L[l{l + ,)-.(.-n)]X, + .... 

Or, si l'on considère les signes des coefficients de cette expres- 
sion, on voit qu'ils diffèrent, de ceux de la suite (i) en ce que le 
coefficient de X, est annulé et que tous les coefficients précédents 
conservent leur signe, tandis que le .signe des coefficients suivants 
est changé; la suite de ces coefficients présente donc exactement 
(h, — i) variations, et l'on o, par hypothèse. 

De l'équation (2) on déduit d'ailleurs, en s'appuyant sur le théo- 
rème de Rolle et en remarquant que l'équationXj™ o a toutes ses 
racines inférieures à l'unité. 

et des inégalités précédentes on conclut facilement 

(F)Src: 
la proposition est donc entièrement établie. 
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géant les signes de tous les polynômes de Legendre qui sont d'un 
degré impair, on voit que : 

Le nombre des racines négatives de l'équation F(x)=o, 
dont la valeur absolue est égale ou supérieure à l'unité, est 
au plus égal au nombre des variations de la. transformée. 

On en déduit que : 

Si l'équation a toutes ses racines réelles et si leur valeur 
absolue est égale ou supérieure, à l'unité, le nombre des racines 
positives est égal au //ombre des variations du premier membre 
de cette équation et le nombre des racines négatives au nombre 
des variations de la transformée. 

Si la suite des polynômes de Legendre présente une lacune 
de (a -H i) termes, l'équation a au moins a racines qui sont 
imaginaires ou dont la -valeur absolue est plus petite que 
l'untté. 

Si un terme manque dans la suite des polynômes de Le- 
gendre. et si les termes avoisinants sont de même, signe, l'équa- 
tion a deux racines imaginaires ou deux racines dont la. va- 
leur absolue est plus petite que l'unité. 
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SUR LA SEPARATION 



RACINES DES ÉQUATIONS 



1 MEHBKE EST DÉCOHl'OSAIILi; EN FACTEURS RfiEI.f 
v UNE EQUATION LINÉAIRE OU SECQKD ORDRE. 



Coiti/ilC i: 



s de l'Académie des Scient. 



i. Les méthodes connues pour effectuer la séparation des ra- 
cines d'une équation sont, même dans le cas où elle a toutes ses 
racines réelles, à peu près impraticables lorsque son degré est un 
peu élevé. 

Le problème peut être posé de. la façon suivante : Etant don- 
née une quantité arbitraire %, trouver un nombre a. tel que l'in- 
tervalle compris entre ç et a renferme au plus une racine de 
l'équation. On en obtient une solution facile dans le cas où, l'équa- 
tion ayant toutes ses racines réelles, le premier membre satisfait à 
une équation linéaire du second ordre. 

Considérons, en effet, une telle équation 

/i»=o, 

Tibre est un polynôme du degré n satisfaisant 
tielle 



u) 



dont le premier n 
à l'équation différ 



cl posons 

F(JT,É) = 



l-(a 



y. -u Q ^ -j- Rj = o, 



-\m»- 



.(*-E)PQ 
i)Q»-4( n _ 



ï)(PR + PQ'-QP')]. 



Pour une valeur donnée de îj, le polynôme F acquiert une va- 
leur négative quand on remplace x par la valeur d'une quelconque 
des racines de l'équation (i), sauf les deux racines qui «voisinent 
\. Pour ces deux racines, le polynôme peut avoir une valeur po- 
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sitive; il est d'ailleurs Loujours positif pour x = \, si l'on suppose 
que q n'annule pas P. Je ferai remarquer aussi que F csl. toujours 
négatif si l'on remplace i; et x par les valeurs de deux racines 
quelconques de l'équation (i). 

D'où la proposition suivante : 

Si l'on donne à \ une valeur arbitraire n'annulant. pasP, l'équa- 
tion F(x, |)= o a toujours au moins deux racines réelles; en dé- 
signant par x' et x" celles de ses racines qui avoisinent £, on peut 
affirmer que chacun des intervalles compris entre les nombres x' 
et £, \ et x" renferme au plus une racine de l'équation. La simple 
substitution des nombres x 1 , H et x" fera donc connaître exacte- 
ment le nombre des racines comprises dans ces intervalles. 

La méthode précédente evige la résolution au moins approchée 
d'une équation qui, généralement, est d'un degré supérieur au 
second; mais il est toujours possible d'éviter cette résolution en 
se donnant la quantité x (que l'on peut, sauf certaines restrictions 
indiquées dans chaque cas particulier par la discussion du poly- 
nôme F, choisir arbitrairement) et en résolvant l'équation F= o 
par rapport à la quantité ç, qui n'y entre qu'au second degré. 

%. Gomme exemple, je considérerai le polynôme U„, étudié 
par M. Hermite, et qui satisfait à l'équation 

d- y dy 

-,—, — x -T- -+■ ny = o. 
d:::'- d.v J 

On trouve aisément 

F(*,{)«ra(»-i) + i!i*<Ç-*) 

+(S-«)«[{» + I )«»-i( n _,)(«- 2 )l 1 

Désignons par À la plus grande racine de l'équation U« = o, 
laquelle, comme je l'ai montré ('), est inférieure à — . — . pt 

par B la racine qui la précède immédiatement; cela posé, si \ est 
compris entre — Bel + B, l'équation F = o a ses quatre racines 

réelles. La plus grande est comprise entre A et — ■ < et, comme 

i) est facile d'obtenir une limite inférieure de la quantité B, on 

(') A'otes sur la rr^i/iilmii dru t/'aïaitin/i* numériques, p. GO. 
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voit que l'on peut déduire de là une limite supérieure de A. La 
plus petite racine esl de même comprise entre — ^-~ — '-■ et — A : 

quant aux deux autres racines a et p, l'une a une valeur supérieure, 
l'autre une valeur inférieure à celle de £, et l'on esl assuré que les 
intervalles compris entre les nombres a et s, <; et [3 renferment au 
plus une racine de l'équation U„— o. 

Donnons à x une valeur arbitraire comprise entre — A et + A, 
et soient, pour celte valeur de x, % et £'' les racines de l'équation 
du second degré en ï 

on peut également affirmer que chacun des intervalles compris 
entre £' et x, x et £'' renferme au plus une racine de l'équation 
proposée. 

3. Les considérations qui précèdent s'appliquent entièrement 
aux équations dont le premier membre est une série indéfinie, 
satisfaisant à une équation différentielle du second ordre et qui 
peut être regardée comme la limite d'un polynôme entier ayant 
tous ses facteurs réels. Il suffit, dans tout ce qui précède, de sup- 
poser n infiniment grand. 

Oc pareilles équations s'offrent, par exemple, quand on égale à 
zéro les transcendantes de Bessel et certaines fonctions circu- 
laires. 

Considérons, comme application, l'équation 

dont les racines sont 

8 ' 8 ' 8 ' 

cl. dont le premier membre satisfait à l'équation dillércuticllc 

d'-y dy _ 

^ dxï + ~d~w +y ~*' 

Un calcul facile dorme 

F(x,t! = i$xi + a-3;)Hç ) -bx), 

et, comme vérification d'une des propositions précédentes, on 
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peut remarquer que nette expression doit avoir une valeur néga- 
tive si l'on y remplace respectivement x et £ par les nombres ^- et 
'--'-, qui satisfont à l'équation cos\/a^ = o. 
Ou a donc l'inégalité 
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SUR UNE EXTENSION 



RÈGLE DES SIGNES DE DESCARTES 1 ''. 



Complet rendus des scanc- 


;,v rfe l'Acadén 


3. Soit 




/(*■) = A* 


'+lï^"-i+ C 


une équation du degré n. 




En posant 




/. =A, 




/—-A, 


i -i- B, 


/«=A. 


! _l_ Bo + C, 



on voit que le nombre des variations de la suite 

(4) /„, /»_, /,_., ..-, /„ A, / 

est une limite supérieure du nombre des racines de l'équation 
/(#) = o, qui sont plus grandes que Je nombre positif a {-). 

On peut obtenir une limite plus précise, en prenant pour point 
de départ une règle duc à Newton et qui a été l'objet de beaux 
travaux de M. Sylvcster. 

Formons, en effet., la suite 

j/î, /i-i- a/./»-i, Viî-<-3/«-iA-a> ■■•■ 

lJJ ( («-a)/|-(«-l)/./l, (»-l)/ï-«/i/, «/*-(«+0«//„ 

qui se compose cl' un nombre du termes précisé m ml. égal au nombre 
des termes de la suite précédente. 

[') ÏNous avons nujiju'iim; l« Jeux in'ciriin's îiunimii Je ctlLi: Noie, qui ne sont 
tjue la reproduction Jij propositions di'-j.'i données (p. :i~ et ab). E. li. 

{■) Ce théorème a été déjà démontré à la [juge ti. E. lï. 



,Google 



On démontrera aisément la proposition suivante : 

Lenombre des ravines de l'équation j\x)t= o, qui sont su- 
périeures à a, esL au plus égal au nombre des variations de la 
suite (4) qui correspondent à des permanences de la suite (5). 

Cette règle sera souvent d'une application plus commode que 
celle de M. Sylvester, puisqu'elle exige seulement le calcul des 
nombres/,,, f n ~i, ...,/,,/, dont la valeur s'offre d'elle-même 
quand on calcule le nombre f(a). 

Comme application, je considérerai l'équation 

# 3 — aar»-t-3a! — 3 = o. 
Cette équation ne peut avoir de racine négative. En substituant 
-+- 1 dans la transformée en -■ on voit immédiatement qu'elle n'a 
pas de racine inférieure à +i. En substituant + i dans le pre- 
mier membre de l'équation, on obtient la suite 



qui présente trois variations; l'équation peut donc avoir une c 
trois racines positives. 

Mais, si l'on forme la suite auxiliaire 

on voit qu'il n'y a qu'une seule variation de la première suite 
laquelle corresponde une permanence dans la seconde. 

L'équation proposée a donc une seule racine réelle qui est si 
périeure à l'unité. 
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SUR LA SEPARATION 



RACINES DES EQUATIONS NUMERIQUES. 

Comptes rendu* dc.i sauivcs de /',(<■■■■'/■■■■ :■ .■■/.■■ "V- >'■ ■'■ ares, t. XCII ; 1881 



1. On peut trouver aisément un grand nombre de théorèmes 
qui fournissent une limite du nombre des racines d'une équation 
qui sont comprises entre deux nombres donnés. Il semble même 
que cette multiplicité de propositions obscurcisse la question plu- 
tôt qu'elle ne l'éclaircil; c'est, en eO'et, un problème difficile à 
résoudre que de déterminer, une équation étant donnée, quelle 
est celle des règles dont l'emploi est le plus avantageux. Je crois 
néanmoins que leur étude est de lu plus grande importance; dans 
la pratique, les équations se présentent en effet sous des formes 
bien différentes, cl chaque forme d'équation donne lieu à des 
théorèmes spéciaux dont chacun présente des avantages particu- 

J'en ai déjà donné un exemple en montrant comment la règle 
des signes de Descartes s'étend an cas où le premier membre de 
l'équation est exprimé au moyen des polynômes de Legendrc ou, 
plus généralement, au moyen de polynômes satisfaisant à une 
équation linéaire du second ordre. Voici, dans le même ordre 
d'idées, quelques propositions très simples et qui peuvent être de 
quelque utilité. 

2. Soit, en désignant par u une quantité positive quelconque et 
par 

des quantités réelles quelconques rangées par ordre croissant ou 
décroissant de grandeur, 
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Cela posé, ![ désignant une quantité quelconque comprise entre a,- 
et a,' +i , /e nombre, des racines de l'équation Y (x) = o, qui sont 
comprises entre $ et ?.,- +1 , c\ïf «h />fas é «a/ «« nombre des alter- 
nances de la. suite 

A,- +i A, +i A,-., A, 



Comme application, considérons l'équation 



En désignant par s une quantité infiniment petite cl en substi- 
tuant successivement — ao, 2 -f- s, 5 — s, + », on trouve les 
suites suivantes : 



Comme elles ne présentent aucune alternance, on en conclut qui 
la proposée a toutes ses racines imaginaires. 

3. Si 1» est une quantité positive quelconque, l'équation 

« + ftr -h cx(ar-«)-f- </*(*-«)(* -a«)+... = o 

a au moins autant de racines positives que l'équation 

a + br-i- cx*--\- ete'-t-. . .= o ("). 

Soit, par exemple, le polynôme hypergéoinélnque du degré n 



>■) 



où a et 10 désignent des quantités positives quelconques; il ré- 
sulte de la proposition précédente (pie l'équation F(x')= o a au 
moins autant de racines positives que l'équation 
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Or cette dernière a ses « racines réelles et positives, comme on le 
voit aisément par l'équation différentielle 

d*y , ,dy 

i'i laquelle satisfait son premier membre. L'équation ¥{x)= o. 
qui est également du degré n, a donc toutes ses racines réelles et 
positives ('). 



(') Noua 
pages 1 1 ei 
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LES ÉQUATIONS ALGEBRIQUES 



Comptes rendus i/o si-'ancns de t'_\ciit/<-n>i.-. /!<.< S--i- m-cs, l. XCIII; 1881. 

3. Soient | cl?' deux nombres arbitraires ne comprenant aucune 
des quantités a , a,, a-,, . . . , et tels que les nombres 

forment une suite croissante ou décroissante. 

Le nombre des racines de l'équation proposée, qui sont com- 
prises entre I; et £', est au plus égal au nombre des variations des 
tonnes de la suite 

A/ A i+1 A, +1 , A^i 



t-at t'-a i+J ?-a i+î ' " 


■ %— a t -i' 


A; A( +1 , À,-+ s 


A(-, 


A,- A (4 -i , &.i+ t 


A ( _, 


S — «n ' !-«*« S'-«*« 




A,- A(+, A(+, 

;— «/ Ê — «i+l ? — a l+s 


| A;-, 



.rajouterai la remarque importante qui suit : 

Si l'on désigne ropcelivemenl par P et par Q le plus petit cl le 
plus grand des nombres compris dans le Tableau précédent, la 
valeur de la fonction 



demeure toujours comprise entre P et Q, lorsque x varie entre \ 
et £'. 

•ll.ICl.iuil (.lu ihéoiTIJR' (llJlUOUllT il Lt [)<I£!C \l . E. [î- 
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i. Les considérations précédentes trouvent, une application 
immédiate, lorsque le polynôme du degré », qui forme le premier 
membre d'une équation, est déterminé par les valeurs qu'il prend 
pour (n + i) valeurs de la variable. 

Pour en donner un exemple simple, soit le polynôme u déter- 
miné par les conditions que, pour les valeurs de x égides à a. 
a + A, 0+2/t, ..., a + nh, il prenne respectivement les va- 
le urs« , «1, u-2, - . . , u„ ; on aura, en supposant h positif, la pro- 
position suivante : 

Le nombre ries racines de l'équation u = o, qui sont infé- 
rieures à «, est au plus égal au nombre des alternances de ta 
suite 

Un — nu, -i ï «j — . . . ± a„, 

et le nombre des racines, qui sont supérieures àa^-n/i, est 
égal au plus au nombre des alternances de la suite 



0. Lorsque Ton suppose que les quantités « , «,, a-., ... so 
en nombre infiniment grand et infiniment peu différentes les un 
des autres, on obtient diverses propositions intéressantes relal 
vement aux équations de la forme 



/•'/(■») 



ds = À, 



011/(3) désigne une fonction quelconque de 5, continue ou dis- 
continue, et A une quantité constante. 

On peut aussi considérer d'une façon plus générale l'équation 



XV, 



/(■■) 



dz = 



où tu désigne un nombre positif quelconque. Les intégrales qui en 
constituent le premier membre se présentent, comme on le sait, 
dans plusieurs questions importantes de l'Analyse. Mais je ne sau- 
rais ici m'élendre sur ce sujet, sur lequel j'aurai l'occasion de re- 
venir, si l'Académie veut bien me le permettre. 
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LES ÉQUATIONS DE LA FORME 

2/ r»F(.)i=.f). 



(') Nous siipptimons «iiliiTCriienr. cette N'>I.r, qui ti'csl, (|iic l.i ■l'qiroduct.ion de 
propositions i.lijjà donnfe (p. 24, s5, 28, 59, 3o, 3i, 38 et 3g). K, lî. 
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L'INTRODUCTION DES LOGARITHMES 

DANS LUS CIUTEHUHS (JL'I l>ÉT]ÏHMIKOT l SE LI1IIT1! SUL'fiUlUURj; DU R 
DES RACINES D'UNE ÉQUATION 
QUI SONT COMPRISES ENTRE DEUX NOMBRES BOSSUS (') . 

Comptes rendus tics xdi'm:i.'S "V /' Arude'mie il,** S' ii'/ices, t. XCJII ; i! 



2. On peut, dans un grand nombre d'applicalions du théorème 
du n" 25 (p. 39), éviter l'emploi des logarithmes. 
Considérons, par exemple, l'équation 

(1) A a:".+ A^«, + Aa-'.+...+ A„rt=o : 

où «„, a,, a a , ..., a„ désignent des nombres croissants arbi- 
traires, rationnels ou irrationnels. 

Si l'on, pose 3; = e - ^, le nombre m des racines positives de 
l'équation (1), qui sont comprises entre aéro et un, est égal au 
nombre des racines positives de l'équation 

A 0(? -.<.,v+ ,v, e -«„r + A, e-*»)--i-... h- A„e-«"J = o, 

ou encore, w désignant une quantité arbitraire, do l'équation 

Supposons le nombre m tellement choisi que toutes les quantités 

soient positives. 

En faisant application de la proposition précédente cl en conser- 
vant les mêmes notations, relativement aux quantités/),,,/», , . .., />„. 



supprimi: le n" I de celte .Vole, qui 
5 (p. %). 
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on voit que m est an plus égal au nombre fins variations de 1 

, u> — « . "i —a,, ta — iT] 

Si nous donnons à w une très grande valeur, on a sensib! 



D'où la proposition suivante : 

Le nombre des racines positives de l'équation (i), qui t 

inférieures à l'unité, est au plus égal au nombre des vai 
lions de la suite 

p„(a, — a ) + p,(a s — ai )-hpi(a 3 -~ a-,), 



.Lion ('),;•» 



proposition que, dans ma précédente Co; 
déduite de lu considération de l'intégrale 



11. Une autre application importante du théorème fondam 
se rencontre dans l'étude dos équations de la forme 



j'ai déjà donné des règles permettant fie déterminer une limite du 
nombre des Tacines qui sont comprises entre deux nombres don- 
nés; mais celles que l'on obtient, en suivant la voie que je viens 
d'indiquer, sont presque aussi simples et beaucoup plus précises 
dans un grand nombre de cas. 



,Google 



SUR LA DISTRIBUTION, DA\S LE PLAN, 



RACINES D'UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE 



1. Il est important, dans un grand nombre do qneslions, de dé- 
terminer, au moins approximativement, dans quelle région du 
plan sont situées les racines d'une équation algébrique. La mé- 
tbode suivante pont être employée utilement dans un grand 
nombre de cas, et notamment quand le premier membre de l'équa- 
tion satisfait à une équation différentielle linéaire du second 
ordre. 

Elle repose sur la proposilion suivante, qui résulte immédiate- 
ment des théorèmes que j'ai donnés dans mes Notés sur la réso- 
lution des équations numériques. 

Soit/(#) un polynôme du degré n, et 

supposons que Tune des racines de l'équation 

(,) /<*)=<> 

soit £ + r, i, et désignons par M l'affixe de cette quantité; dési- 
gnons de même par M' l'affixe de la quantité X quand on y fait 
x= Ç H— ïj e. Cela posé, si par M on fait passer un cercle (ou une 
droite) tel que l'une des régions du plan déterminées par ce cercle 
ne contienne aucune racine de l'équation (1), le point M' est né- 
cessairement dans l'autre région. 

Pour montrer, par un exemple simple, l'usage que l'on peut 
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l'aire de celte proposition, je considérerai le polynôme, de degré 
n,f(x) qui satisfait à l'équation du second ordre 

œf(x)-{x+*n)f{z)+ nf{x)= », 

et qui est le dénominateur de ia réduite de degré n de e x . 

En vertu de eette équation différentielle, pour toute racine de 

l'équation (i), 

A 30=0, 



x = 



v(x -a; 



Si # = % + ïj l'est la racine de l'équation (i), dont, le module 
est le plus petit, on aura, par suite de la proposition énoncée ci- 
dessus, 



d'où £< — (n-t-i) et, a fortiori, mod(^)> n + i. 

On en conclut que le module d'une racine quelconque est plus 
grand que n -\-i. 

2. En désignant par m une quantité réelle quelconque, consi- 
dérons toutes les droites parallèles à la droite qui a pour équation 
mi\-±- !■== o. Supposons que celte droite se meuve parallèlement 
à elle-même, le point où elle rencontre l'axe des ^ se déplaçant 
toujours dans le même sens vers l'extrémité positive de cet axe, 

Soit # = ^-j-'/ji la première des racines de L'équation (i) qu'elle 
rencontre pendant ce déplacement. Il est clair que toutes les 
autres racines sont situées d'un même coté de cette droite et dans 
la région qui ne contient pas le point ij = — • go. Il en résulte que 
si, pour cette valeur de x, on pose 



ul facile donne 
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Construisons le point À dont les coordonnées sont % =— -m 
etï, = o; on voit que l'équation %- -+- rf-h 2«(£ ■+- m-r,)= o est 
celie d'un cercle passant, par le point A et l'origine des coordon- 
nées; la tangente à l'origine est d'ailleurs la droite \ -\- nvi\ = o. 

D'où la conclusion suivante : Tout cercle passant par les points 
O et A renferme au moins une racine de l'équation; si, par les 
divers points racines de l'équation contenus dans ce cercle, on 
mène des perpendiculaires au diamètre passant par l'origine O, et 
si l'on considère celle de ces droites qui est la plus éloignée du 
point O, tontes les racines sont situées d'un même côté de celte 
droite et dans la région du plan qui contient le point O. 

Soit o» le point diamétralement opposé àO sur ce cercle; ce 
point est situé sur la droite AA' élevée perpendiculairement en A 
à l'axe des !j; si l'on mène par tu une droite perpendiculaire à Ou, 
toutes les racines seront a fortiori situées d'un même côté de 
cette droite; elles sont donc situées dans l'intérieur de la courbe 
enveloppée par cotte droite lorsqu'on fait varier le rayon du cercle, 
courbe qui n'est autre que la parabole P ayant O pour foyer et 
AA' pour tangente au sommet. 

On peut encore limiter davantage la portion du plan qui con- 
tient les racines. Ce sera, si l'Académie veut bien me le permettre, 
l'objet d'une nouvelle Note, dans laquelle je communiquerai éga- 
lement les résultats auxquels on parvient en appliquant la méthode 
précédente aux polynômes hyper-géométriques F(— n, [3, y, x-), 
qui satisfont à l'équation différentielle du second ordre 

.<.-.>SH,-K.-f-o.]£ + .f<r-* 

3. En conservant les désignations dont j'ai fait usage dans ma 
Note précédente, considérons un cercle passant par les points O 
et A et coupant en N la parabole P. La droite menée par N per- 
pendiculairement au diamètre du cercle jouit évidemment de la 
propriété que toutes les racines de l'équation (i) sont situées d'un 
même côté de celle droite. Lorsqu'on fait varier le rayon du cercle, 
nette droite enveloppe une courbe P' passant par le point A et 
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contenant toutes les racines; de celte courbe P', on déduira de la 
même manière une infinité d'autres courbes P", P w , . . . jouissant 
de la même propriété et qui auront pour limite une courbe t. ca- 
ractérisée parles conditions suivantes : 

i" Elle passe par le point A; 

2° Si N désigne un de ses points et si l'on construit le cercle 
détermine par les points O, A et N, la tangente à la courbe au 
point N est perpendiculaire au diamètre de ce cercle qui passe 
par le point O. 

D'où l'équation différentielle suivante : 

</t, _ jbi; 

d\ ~ p +T( i + ■,»,' 

dont l'intégrale est, en coordonnées polaires, p = ■-■ . ■ ■ 

La constante arbitraire k se détermine par la condition que la 
courbe passe par le point. À, et l'on voit que l'on doit faire /.• = o. 
D'où la conclusion suivante : 

Les racines de l'équation f(x)= o sont toutes situées en de- 
hors du cercle Iracé autour de l'origine avec un rayon égal à 
(re-H i), et toutes situées dans l'intérieur de la branche de courbe 
transcendante que l'on obtient eu faisant varier m depuis — "jus- 
qu'à 4- - dans l'équation 



A. La méthode précédente s'applique à l'équation dont le pre- 
mier membre est le polynôme hyper-géométrique 

F(-n,«,p -» + !,»), 

qui satisfait à l'équation linéaire du second ordre 

Te considérerai seulement les racines pour lesquelles le coeffi- 
cient de i est nu! ou positif, en sorte que, w = £ + r,î désignant 
une quelconque de ces racines, on ait v, >o. Cela posé, en faisant, 
pour abréger. (jl= n — i , on obtient sans peine le Tableau sut- 
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vaut, où, en regard des condi lion s auxquelles salisfon Lies nombres 
a et (1, j'ai placé les limitations correspondantes relatives à Çeti)i 

^_a<o, [i — ^ < o i) = o-, louteslesracinessont réelles 

ï -i- ,ia < o, |i — fi < o «fern 

»-t-[i<o, p — 8<o i ■ ("de m 

3<o, S*<* ! mod'io> tj 

3<o, P'<a' modtù>i 

8< ,8><(p-a -ti)i T " od '^T> ( p_;'_ (1 )t 

? < o, P»>(p - a - |*)« mod ^- > i 

s>o, [3 3 >a 5 raod«.<l 

fi" 
a>o, fi 2 < a 5 . -• • inûd'tu < ■— 

f S — a — (iV 
. >0, *■<(?- *-|0» mad^M-iX ^ g , ^' 

.>o,i»>{p -■-[*)« mod(«-i)<i 

^_ d ^. l »>0,P«<(p-«- lO 1 -- ■ ■ "■">' 1 ( ^Ti) < ' 

p-*-|t>o,p»>(p-«- l *)i.... ■n°d»( ir g rr )< ( - p_f'_ ti)1 

B - a - p > O, a 3 < ( 8 - a - |i)«. . . . mo.l O - l)> I 

p_<t-|ji>o 1 <«»>(p-B-i*)«.... m a»(. u -i)> (P ~^ l ~ tt)1 
a _, >0 , ( ,_ 9H2 _ 3)>û ^ v^p) 

.•(■ + HXP-ÏÔ 



3- a _a ( *>o,(p- l i)(« + ( i)>0. .,,'.. < -- 



(S- 



-8<o,(a 



l/Ço + ^K^ -y) 



3. Tels sont les premiers résultats auxquels conduit la méthode 
exposée ci-dessus relativement aux polynômes hypcigéornétriques. 

Tour obtenir des limitations plus précises, il serait nécessaire 
de construire ei. de discuter des courbes du troisième et du qua- 
trième ordre. 

Je ferai observer à ce snjel que la méthode proposée est, à pro- 
prement parler, une méthode A'r.xlutmtion, qui permet de limiter 
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de plus en plus la portion du plan occupée par les racines. Dans 
le cas général, ia difficulté des constructions et la complication 
des calculs bornent bientôt les résultats que l'on peut obtenir; 
mais, par une équation particulière, on peut, sans trop de diffi- 
cultés, pousser assez loin la limitation cherchée et, au besoin, faire 
usage de constructions graphiques et d'une épure. 
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SUR QUELQUES 

ÉQUATIONS TRANSCENDANTES. 



1. Les théorèmes de Rollc et de Deseartes s'appliquent aux 
équations Iranscendanles ; mais il n'en est pas ainsi des consé- 
quences si simples, si nombreuses et si importantes que l'on dé- 
duit de ces deux propositions, relativement aux équations dont le 
premier membre est un polynôme entier; elles ne subsistent 
qu'exceptionnellement. 

L'élude des équations cos.ï = o et sina; = o n'a pas appelé l'at- 
tention sur ce point: les fonctions transcendantes cosa; et sin# 
jouissent en efFet de toutes les propriétés des polynômes entiers; 
mais il n'en est plus de même quand on considère la fonction ho- 
lomorphe G(x), inverse de la fonction F(^)de Legendre et in- 
troduite dans l'Analyse par -M. Weicrslrass. 

Dans sa remarquable lhv.se' Sur te développement en séries 
des intégrales eulériennes, M. Bourguet a donné en particulier 
le dévcloppementde G(x) suivant les puissances croissantes de x 
et l'étude de ce développement a révélé des irrégularités singu- 
lières lant dans les signes des coefficients que dans leur valeur 
numérique. 

Il semble donc de quelque intérêt d'étudier quelles sont les pro- 
priétés élémentaires des équations algébriques qui s'appliquent 
aux équations transcendantes; et à cet égard je distinguerai les 
fonctions transcendantes holomorphes, dont les facteurs pri- 
maires sont de la forme e*f i I et dont le type général est 

Pour abréger, je les appellerai transcendantes du genre un, les 
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transcendantes du genre zéro étant celles dont les facteurs pri- 
maires ne renferment pas d'exponentielle. 

2. Cela posé, en désignant parF(.c) une transcendante du pre- 
mier genre et en me bornant au cas où l'équation F(s:)= o a 
toutes ses racines réelles, j'énoncerai les propositions suivantes : 

Toutes les dérivées de F(x) sont, également des transcen- 
dantes du premier genre et les équations 

F-(»)=o, ff(»)=o, ... 

ont toutes leurs racines réelles ('). 

En désignant par tu une quantité réelle quelconque, si l'on pose 
F(a>-f-u()= U-r-(V, 
l'équation 7.U + u."V = o a, quelles que soienL les quantités réelles 
ï. et u., toutes ses racines réelles. 

En désignant par f/ u -\- a t W -\- a,->x 2 -\- . . . le développement de 
F(x), on a les inégalités 

. 3 , n-hi 

a} — aa «»=o. «§ — 7 i; «i? ». ■■■. a%— - — — a ll+s a,,-^l o, .... 

théorème déjà énoncé par Newton dans le cas où F(œ) est un po- 
lynôme entier. 

En appliquant cette dernière proposition à la transcendante 
G(#)eten désignant par a t , a*, ..., a„ les valeurs des coeffi- 
cients de son développement, on voit que, s) 

est négatif, a n+ , et « y/ _, sont affectes de signes contraires. Cette 
circonstance se présente fréquemment, à cause même des irrégu- 
larités que présente la suite des valeurs numériques des coefficients 
et de là de nombreuses vérifications des Tables calculées par 
M. 13ourguet, tant pour le développement de G(x) que pour celui 

(') M. Hermile ;iv;iit drji'i (lûiiiuntrû [Sur t'/iiicgnit'.- atlerieiiite de deuxième 
espèce ( Journal de l'orctuirdl.. 1 . f.K))J i|u<: (.' ( .37) - : ■■< ton 1rs te* racines réelle?, 
et sa démonstration, qui s'appnio sur lii mt-Lliinli! tic l'Iana, s'étend d'cllc-mfme 
au cas d'une ti'aiisccii<Iariie quelconque du premier genre. A cette 
H. Hermite m'a dit tenir de M. Genocchi que la métliodc généralement 
à Plana appartient en réalité à F Chio. 



/Google 



SUD QUELQUES BQUAT 

'i. Eu désigna ni., comme ci-dessu.s, par l (1 ( .r) une transcendante 
du genre un et ayant toutes ses racines réelles, soit 

an -h a^x -^(^3-3 -!-<(;] a: 3 + ,.. 

le développement de p- — ■■ 

Posons, n étant un nombre entier quelconque, 



on démontrera aisément que chacune des équations 
? <»=o, ?•(*)= o, ? ",»)=o, •■(»)=€!, 

a au plus une racine réelle. 

En particulier, si n est pair, l'équation tp(#)= o a toutes ses 
racines imaginaires ('), et par suite a a et a u sont de même signe. 

Si l'on pose ■wi—, —f( x )> on en déduit que toutes les fonctions 

A»), /*(*), /"<*>, ■■- 

sont de même .signe, quelle que soit la valeur réelle attribuée à la 
variable. 

On voit aussi que, dans le développement des diverses fonctions 

*r(»), <r(* + i)r{<p), 

«r(«-+.i)(a f +a)r(*) J »(*4-i)<* + aXar-t- 3)r(»), ..., 

les coefficients de toutes ies puissances paires de x sont positifs. 
En posant, avec M. Bourguet, 

aî(a>-t-i)r(*)= B,+ B 1 a + B il 0* + ..., 

on en conclut aisément que, pour toutes les valeurs paires de i, 
les quantités 

2B, + B/_i, 6B* + 5B/-i+B;_ s , i\\i,^- aGBj...,-h oB ( _ a -j- B/_s, ... 
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sont positives. La même chose n'a pas lieu pour les valeurs im- 
paires de £; les signes des quantités précédentes varient alors 
d'une façon îrréguliere. 

Toutes ces quanti lus tend eut. du reste très rapidement vers zéro, 
et l'en déduit de là un moyen de calculer de proche en proche les 
videurs approchées des coefficients. 

La relation (ÎB )S + 5B, , 4- B )0 > o donne, par exemple, quand 
On y remplace B, ; et B, ,- par leurs valeurs, 

Bia> 0,00000190646; 

la valeur donnée par M. Bonrguet est 

B ig = 0,00000190649. 

Les considérations qui précèdent suffisent pour mettre en évi- 
dence ie rôle important que jonc, dans la théorie des équations 
transcendantes, la notion des facteurs primaires, dont on est re- 
dcvahleàM. Wcierstrass. 
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SUR LA DKTMLïMIJVATIOiN DU (ilïiNIŒ 



FONCTION TRANSCENDANTE ENTIÈRE. 



1. Un grand nombre de propositions relatives aux équations 
dont le premier membre est un polynôme entier s'étend au cas où 
le premier membre est une fonction transcendante entière, lorsque 
celte transcendante est du genre o ou du genre i ('). 

F(x) désignant une fonction de cette espèce, on peut, par 
exemple, affirmer que deux racines consécutives de l'équation 
F(a:)=o comprennent une racine de la dérivée et n'en com- 
prennent qu'une; ou, si l'on veut encore, que deux racines de 
la dérivée comprennent une racine de l'équation proposée et 
n'en comprennent qu'une; d'où en particulier cette conséquence : 
si, en substituant dans F(ar) deux racines consécutives de la déri- 
vée, les résultais obtenus sont de même signe, l'équation F(x)= o 
a des racines imaginaires. 

Pour démontrer cette proposition, je ferai remarquer, en sup- 
posant, pour simplifier, que F(ai) = o ait toutes ses racines réelles 
sans avoir de racines égales, que la fonction (') 

Fi(*)-F((r)P'(*) 

CI Voir ma. Note Sur r/tiel/fnt'.i e/fiiutiniii !rur/irji:iii.i'<t.n!,:~, insérée clans les 
(Jij/n/ittrs ïi'iiitti:;. si-iuici: (lu :>.'■'< janvier iS8:'i. 
( ' ) Plus génériileuKMil, \'{:c ) dés i su uni une i.vunsreniiunt.e ilu jinnre zéro on ilu 

F(o)-l-S<pF'(o)- t -S«>F-(o)+F-(o)« , = o. 



.Google 



a toujours une valeur positive pour une valeur réelle quelconque 
de x. En désignant, par a el [i deux racines consécutives de 
P(*)s=o, on a 

FO)F"(2><o et F(p)F'(P)<o, 

F(«)F(P)n«)np)>o; 

on a du reste, en vertu d'une propriété connue, 

F"(a)F°(p)<o; 
on a donc également 

F(«)F(P)<o, 

ce qui démontre la propriété énoncée. 

2. Considérons l'équation i + as sina; — o, qui a évidemment 
une infinité de racines réelles; les deux premiers termes du déve- 
loppement du premier membre étant i + x- et ces termes présen- 
tant une lacune entre deux coefficients positifs, on voit que cette 
équation a nécessairement aussi des racines imaginaires, si l'on est 
assuré que le genre de son premier membre ne dépasse pas i . 

On voit par ces exemples qu'il peut être de quelque utilité de 
savoir déterminer le genre d'une fonction Iran rendante; et, à cet 
égard, on peut énoncer la proposition suivante : 

Si le rapport ; ~ - 1 où n désigne un nombre entier, tend 
vers zéro quand : croit indéfiniment, la. fonction /(s) est dit 
genre n. 

Pour le démontrer, imaginons un contour S entourant l'origine 
O des coordonnées el tel que, le point M décrivant ce contour, 
l'angle que fait avec l'axe des x le rayon vecteur OM aille tou- 
jours en croissant; soit p la plus petite valeur de ce rayon vecteur 
et considérons l'intégrale 

qui est prise le long de ce contour. 

(') Je tiens de M. Hermîte, !x qui j'avais communique ce* résultais, qu'il les 
avait obLenus Je juji cote et par la munie voie; je signalerai aussi à ce sujel une 
Note récente du M. .Mitl.iig-I.dïlcr Sur la IloJoric des /onctions uniformes d'une 
variable, in-iirce dans les Coin /des rendus, séance du -io février iSây . 
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moTEPMiNATiON m: tsiîsnr n'v,sr. hiv~t:on rn^ïuuoNPANTf: estière. 173 
Elle fond vers zéro lorsque le rayon vecteur minimum p croît 
indéfiniment; sa valeur est égale à la somme des résidus de 
- >, ■■■— > relatifs aux infinis de la fonction située dans l'in- 
térieur du contour; ces résidus sont d'ailleurs : pour z = #, 

y"0) , 



»(.*) désignant un polynôme de degré (n — 1); pour une racine a 
de/(;)=o, 



On déduit de là 

/ ; .ri.r 



du encore 



A») = 

d'où, en intégrant entre les limites oel. .r, et en désignant par "ï>(.r) 
un polynôme du degré n, 

/(»)=, Ln,""^('5*iS— S)n(,-î). 

Cette expression montre quc/(x) est effectivement une transcen- 
dante du genre n et met en. évidence ses facteurs primaires. 

3. Si Ton suppose, en particulier, que F(x) soit de la forme 

■«.o /,(»)+ fl «.(«)/ t (*)+«*w/ 1 (»)+..., 

où y,(x),/ 2 (^), f%(x), ■■■ désignent des polynômes entiers et 

a u <7 2 , a s , . . . des constantes quelconques réelles ou imaginaires, 

on voit aisément que Km ' ■ = o, pour x = ce. 

La transcendante F(x) est donc du genre 1; iï en est ainsi en 
particulier de la fonction 1 -f- xs\nx, et l'on voit effectivement 
que l'équation 1 -+- x sin# = o a des racines imaginaires. 
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FONCTIONS DU GENRE ZÉRO 



DU GENRE UN ('), 

CniHjites rendu.' des se. 



Soit $(x)= A + A,#-|-. . . + A„x" an polynôme entier du 
degré n, dans lequel les coefficients A , A,, ...., A„ sont des 
fonctions du nombre n. Supposons que, n croissant indéfiniment, 
$(#) ait pour limite une série F(;c) convergente pour toutes les 
valeurs de la variable; supposons en outre que <&(.#) = o ait, pour 
toute valeur de n, ses racines réelles et de même signe (il suffit 
même que l'on puisse assigner un nombre p, tel que cette pro- 
priété ait lieu pour toute valeur de n supérieure a. p)\ je dis que 
F(x) est égale au produit d'une fonction entière du genre zéro 
par une exponentielle de la forme g 03 " 4- *, où a et b désignent des 
quantités constantes. 

Soient, en effet, a ( , a 2 , ..., a„ les racines de l'équatîon 
<l>(a?)= o que je supposerai, par exemple, toutes positives et ran- 
gées par ordre de grandeur, en sorte que l'on aît a, 5 a 2 Ja a , . . .; 
on a \ — = — V 1 ' et un n l.i té q u i tend vers une limite finie o, et l'on 
conclut que, [îi, (3 3 , . . . désignant les racines de F{a;)= o, 
2 4; » »=e limite finie au plus égale à P ('). 



( ' ) Sur ces dûnoin millions noir, il an s l«s Camp ta: rendus, mu Note cl h 
vier i8Ba, Sur '/ueli/ues ci/aalions transcendantes, et le Cours professe à 
bonne par M. llermitc en 1881-1882, p. --2. 



1 posant en effet *<«:) = (1-3:) (1- ^V, on 
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Posons 






= y^- — et, dans le déveJoppem 



dérons les termes qui correspondent aux valeurs de c.,- inférieures 
à mi nombre fisc arbitraire k; en désignant par M* l'ensemble de 
ees ternies et par I\ k les autres termes, on peut écrire 



-25èî-2ï*-2!ï + -2^ 



égalité où le dernier membre estime série convergente pour toute 
valeur de x comprise entre zéro et aj. En désignant par cr* le 



'S? 



on a d'ailleurs 



2s; 



2â<«H- 



Pour toute valeur de a' positive et plus petite que a*, on en con- 
clut que Rj, qui est plus grand que a/,, est plus petit que — ^— ; 

il est donc de la forme — -r-t désignant un nombre compris 

entre zéro et un. 

2) g- ayant une limite finie, il existe une fonction entière du 
genre zéro, G (;c), qui a pour racines les quantités !3„, |3 f , ..., 
que je supposerai rangées par ordre croissant de grandeur; posons 






et dis lin gnons dans ce développement, l'en semble des fractions par 
lesquelles [i5, est < /. ; j'appellerai P ft l'ensemble de ces l'ractions, 
Cela posé, il est clair que si, dans l'égalité (i), on fait croître n 
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indéfiniment, le premier membre a pour! 
a pour limite P*, R^ ayant pour limite i 



entre zéro et un et <s k la limite de a/, quand n croît indéfiniment. 
On a donc l'égalité 

faisons maintenant croître indéfiniment \t: nombre positif k\ par 
définition, P* a pour limite 

Q'.(«) 

Gi(»> 

et IV S a pour limite la limite de tr^, laquelle est un nombre positif 
fin!*; on a donc 

F(-) _ g.» ... 

Cette égalité, étant vérifiée pour toutes les valeurs positives 
inférieures au nombre a./,, qui peut être rendu aussi grand que l'on 
veut, subsiste pour toutes les valeurs dex: ce qui démontre la 
proposition énoncée. 

En particulier, on fait- voir aisément que, si l'équation 



a toutes ses racines réelles et de même signe, il on est de même 
de l'équation 

lorsque g est un nombre plus petit, en valeur absolue, que l'unité, 
Il en résulte qu'en posant 

•c>-"f(:) + *fiM;)v- + f-(-:>". 

l'équation <f(x)t=o a toutes ses racines réelles et de même signe. 
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si;:i les fonctions dit (iiîmïe ztfno et du ( 
tën faisant croître indéfiniment le nombre n, o 



'W' 



"T7-T3 + 1.2.3.4" 1 



et l'on en conclut que la transcendante \<(x) est de la forme 
e^ x G tt (x), où (.) désigne une. fonction de q et G„(.r) une fonction 
entière du genre zéro. 

On démontrerait de même la proposition suivante : 

■Si $(ic)=o a, quel que soit n, toutes ses racines réelles, 
F (ce) est égal au produit d'une fonction entière du genre un 
par une exponentielle de la forme e ax °' +l '- r+c , oà a, b et c dé- 
signent des quantités constantes. 
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GENRE DE QUELQUES FONCTIONS ENTIÈRES. 



i. Je considère une fonction entière K(x)du genre n, et je sup- 
pose que l'équation F(tf) = o ait tontes ses racines réelles, ou. 
du moins, ait un nombre limité de racines imaginaires. 

Soient j3,, Pu, . . . , j3* les racines imaginaires de cette équation; 
je suppose, pour fixer les idées, que le nombre des racines réelles 
négatives soit limité et, en rangeant toutes les racines réelles par 
ordre croissant de grandeur, je les désigne par a, , a«, .... 

En posant 

'-<•>— —■~ w '(-f,)(-B)-(-E)n(-i> 

où les a, désignent des quantités variables dépendant de la valeur 
du nombre entier m, on a évidemment 

et 

F*(») = limP J1 ,(«). 

F' m (œ) est une fonction delà forme 

où <l> m (x) est un polviiômc entier. 

Les racines de l'équation <P m (œ)= o sont les mêmes que celles 
de l'équation 

F»f«) 

ou encore de l'équation 



— '— +y~- — 
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celle équation, mise sous forme entière, est du degré 

(k+m-t-n-i). 

Elle a («; — i) racines réelles respectivement comprises entre 
les nombres a ( et a 2 , a 2 et a s , aj et a., , . . ., et qui, quelle que soit 
la valeur attribuée au nombre entier m, demeurent comprises 
entre des limites parfaitement déterminées; ces racines, je les dé- 
signerai par les lettres 

Les /, +■ n autres racines peuvent être réelles ou imaginaires. 
el la valeur de leur module peut croître indéfiniment avec le 
nombre m; elles sont essentiellement en nombre limité, etje les 
désignerai par les lettres 



On a donc, en désignant par A„, un nombre dépendant du 
nombre entier m, 

•»<.>=A-n(-s)n(-ï)- 

Le facteur TTf 1 — f-J a pour limite un polynôme entier W(x). 

dont le degré est au plus (Â'-f-/i); il peut être d'un degré 
moindre, si plusieurs valeurs de S; croissent indéfiniment aveo le 
nombre m. 
On aura donc 

FX«)=limF' 1 .(»)=T(*)lini^«-.-^-^-A»jj(i-^ J 

et, comme chacune des quantités y, demeure comprise, quel 
que soit le nombre entier m, entre deux limites déterminées, 
il est clair que la limite du produit 



-n(-i) 
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D'où celle conclusion importante : 

Lit dérivée I''(.r) est une fonction entière du genre n. 

2. L'équation fy m {x)= o ayant au plusk-\-n racines imagi- 
naires, on voit, à la limite, que l'équation 

a également, au plus, fc -h- n racines imaginaires; ce nombre étant 
essentiellement limité, il en résulte que F'^.r), ¥'"(&), . . ., et en 
généi'iil toutes les dérivées de F(.r) sont du genre n. 

La démonstration précédente suppose expressément que ic 
nombre des racines imaginaires de l'équation V(x) = o est limité; 
il est probable, toutefois, que le lliéorèine subsiste encore, même 
dans le cas où elle a une infinité de racines imaginaires; mais, 
jusqu'à présent, je n'ai pas réussi à en obtenir une démonstration 
rigoureuse. 

3. On établirait, comme ci-dessus, la proposition plus générale 
qui suit : 

F(x) désignant une fonction entière du genre n, n'admet- 
tant qu'un nombre limité de facteurs imaginaires, la fonction 
suivante : 

0„ F(;s)-V- 9, F'(a;)-f- 9 2 F"(aO + . . .-h 0/* F"' 1 ^ 

où h désigne un nombre entier quelconque, et 0„, 0, , . . . , 0/, 
des polynômes entiers à coefficients réels ou imaginaires, est 
une fonction entière du genre n. 
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SU!! l.LS 

VALEURS QUE PREND UN POLYNOME ENTIER 

LORSQUE LA VARIABLE VAttlE liYNtr Bti LIMITES DÉTERHKÉES. 



1. Il est souvent utile dans certaines questions d'Analyse, no- 
tamment dans la recherche de la valeur approximative des inté- 
grales définies et des racines des équations algébriques, de déter- 
miner des limites entre lesquelles demeure constamment comprise 
la valeur d'un polynôme F (a;), lorsque la variable varie entre deux 
limites données. 

En supposant les nombres Ç et r, positifs, Gauchy a donné la 
règle suivante : Si l'on pose, en mettant en évidence les termes 
positifs et les termes négatifs de F(x), 

F(*)=F,( fl r)-F 1 (*) ) 

la valeur de V(x), lorsque x varie depuis £ jusqu'à r 1( demeure 
constamment comprise entre les nombres 

F.CO-Ftto) 

et 

F (r,)-F,(O. 

Cette règle, dont l'exactitude est évidente, donne généralement 
des limites beaucoup trop écartées; on obtiendra des résultats 
plus précis par la méthode suivante, que, pour plus de clarté, 
j'exposerai d'abord en considérant un polynôme du quatrième de- 



2. Étant donné le polynôme entier 

¥{x)=-- a a- bx + cx*->r dx*^ 
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et deux nombres positifs Ç et ■/,, où je suppose /, > !;, formons la 

suite des nombres 

F s = œ-s-6/, +cïi> + rfÇ7]S + efj«T]* 1 
F» = «-i-ôii-l-eïi i -+-tfii !l + 8^', 
F 4 = « + 6i] + ci)' -;- c/r, 3 + 67)*, 

dont la loi de formation est. évidente. 

Cela posé, ta valeur du polynôme F(x) demeure, lorsque x va- 
rie depuis \ jusqu'à tj, constamment comprise entre la pins petite 
et la plus grande des quantités F , F ( , F a , F 3 et F A ; j'ajoute que 
le nombre des racines de l'équation F(x) = o, qui sont comprises 
entre Ç et tj, est. au plus égal au nombre des variations de la suite 

F„, Fi, F,, F», I'V 

En général, soit le polynôme entier 

formons, par voie récurrente, les quantités suivantes : 



P„=Q„, i J «-i= P.+(ii-()Q-i, P— > = P^<-i-Ci — fji Q— ■. ■■■> 
Po=P,+(i-S)r,«-'Q„; 

en supposant % et ï| positifs et r ( )> £, on peut énoncer les deux 
propositions suivantes : 

Le nombre des rnei.ii.es de V équation F(.r j— o qui sont, com- 
prises entre £ et r, est au plus égal au nombre des variations 
de la suite 

Poi Pi. ''■!; •■•> P»-ii P n 

<*£ /<y. valeur du polynôme. F(x), quand x varie depuis £ _/(«- 
yu'd r,, demeure constamment comprise entre la plus petite et 
(a plus grande des quantités P,. 
Soil . par exemple. 
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i l'on pose £=i et rç = i, on aura le Tablcai 

Coefficients de l'équation .. . i — 2 -t-i 

Valeurs des Q,- 1 — 1 

Valeurs des P; 2 —14 — G 



d'où il résulte que l'équation V(x)=^ o a une seule racine com- 
prise entre 1 et a et que la valeur de ce polynôme, quand x varie 
depuis 1 jusqu'à 2, demeure comprise entre les nombres 
— i4 et -f~ a; la règle de Ganchy donne les limites — 4° et + 4i- 
En considérant encore le même polynôme, taisons \ = 2 et 
ï| = 3, nous aurons le Tableau suivant : 



+91 +1° +>" +1 +<S ^ 

d'où l'on voit que l'équation F (x) = o n'a aucune racine comprise 
entre 2 et 3, et que la valeur de ce polynôme, quand x varie de- 
puis a jusqu'à 3, demeure toujours comprise entre + 1 et + 91, 
les deux valeurs extrêmes étant d'ailleurs + 2 et + 91. 

La règle de Caucby donne dans ce cas les limites — \fô et 

-i-23ti. 

3. Les résultats précédents subsistent encore, en en modifiant 
légèrement l'énoncé, dans le cas où F(x) est un polynôme de la 



les quantités a,- étant des nombres positifs quelconques, entiers, 
fractionnaires ou incommensurables: ils s'éiemlcn t dune au cas où 
F(x) est une fonction transcendante delà forme 

A ea,^-H A, e a,*-]-. . .-t- fine 1 ***. 
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SUR QUELQUES POINTS 



THÉORIE DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 



Acta malhtimatica, t. IV; 



1. Dans tout ce qui suit, à moins que je n'en avertisse expres- 
sément, je désigne par £ un nombre positif ou nul et par r\ un 
nombre queleonque supérieur à £. 

Cela posé, en considérant le polynôme entier du degré n 

j'y rattacherai le polynôme du même degré A fa) défini par l'éga- 
lité suivante 

,,, .,.,_, _ ****fM-X*n) , , X*n)-XV> 

<'> *w-- ^n +5 i^zrt 

En posant, pour abréger, 

■K*) = Po*" + Pi*"-» -+- P*»»-* ■+■ . . . + P„-if» -i- P ft , 

jl est aisé de déterminer les coefficients P,-. 
Si, par exemple, on fait 

f{x) = a x 3 -4- a, a:* -+- a t x -+■ a 3 , 

un calcul facile donne 

P — a y -i- a, r," -I- a*)] + a a , 

\\ = a<X-t? + a x -,* -h a t r t -h a- s , 
Pi = «o£ ! TI ■+■ «1 £*l ■+■ «2'1 + «3, 

Pj=a | 3 -H «i £ 2 +«»ï-t-«i, 
La loi de formation de ces coefficients est évidente et s'étend aisé 
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ment au cas d'un polynôme: d'un degré quelconque ; les coelficienls 

extrêmes sonl./(-f,) et /(;;). 

2. Le calcul des nombres P,- s'effectue de la façon la plus simple 
par la méthode suivante : que l'on forme d'abord, et par voie ré- 
currente, une suite de nombres Q ( - déterminés par les relations 

Qo = «o, Qi = ÈQ«+Oi. Q»=£Qi+« a Q.-={Qm+«., 

les nombres P, seront donnés par les égalités 

P» = Q», p»-i-p«+(ii-()Q— i. P-« = P»-i + i{n-OQ— ii •••. 

3. La propriété fondamentale du polynôme '!<(,<;) peut s'énoncer 



Le nombre des racines de i 'équation f(x) = o, qui sont 
comprises entre les quantités %etr„ est au plus égal au nombre 
des variations du polynôme ty(cc), el, si ces deux nombres dif- 
fèrent, leur différence est au nombre pair. 

Pour Sa démontrer, je remarque que, de l'égalité (i), on dé- 
duit 

(S-l)*/(a"l ) _ ^" + '/{r,) , ., r v , 1/(0 
(»_i)(*i,_j)- i-w + *W- h *i,-( 

Pour toutes les valeurs de x comprises entre - et l'unité, 
■ — est développable en une série convergente ordonnée suivant 
les puissances croissantes de x, et — — -, développable en une sé- 
rie convergente ordonnée suivant les puissances décroissantes de x. 

ICHeeluaul. ces développements, on a l'égalité 






/(lj).«-«+/(l|).»»M + 4.(*) 



la série double qui compose le second membre est convergente 
pour toutes les valeurs de x comprises entre - et l'unité, et le 
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nombre de ces valeurs, pour lesquelles eîle s'annule, est évidem- 
ment égal au nombre m des racines de l'équation f{x) = o qui 
sont comprises entre Ç et ïj. D'où il suit que ce nombre m est au 
plus égal au nombre des variations que présentent les termes de la 
série; ce nombre des variations se réduit d'ailleurs au nombre 
des variations du polynôme §(&)■ Il suffit pour le l'aire voir de 
remarquer que, le premier terme de à(x) étant /(?,). x", son 
coefficient est le même que celui de tous les termes précédents et 
que le dernier terme étant/(£), il est de même signe que tous les 
termes qui suivent. De là résulte immédiatement la proposition 
que je voulais démontrer. 

4. Soil, comme application, l'équation 
(2) x~°— >.x'' + x* — 3^ ! -M as — a = o. 

En posant \ = o et r\ = 1 , on formera le tableau suivant : 

-1 -3 +4 -2 



Valeurs des coefficients.. . -1- 1 
Valeurs des 0: -1- 1 


Valeurs de 


il 1 ,- I 


d'où l'on ■ 
que t'équ 
et ■+- 1. 


conclut, puisque la suit* 
ation (2) a au plus dei 


Faisant 


maintenant £ = 1 et ï) = 



s P, présente deux variations, 
•acines comprises entre zéro 



la suite des P, présentant une seule variation, on voit 
tion a une seule racine comprise entre + 1 et + ■'-■ 
En faisant £ = 2 et r, = 3, on a les suites 
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Pour £ = 3 et ï) = 4, on a le tableau suivant : 

Coefficients 4-1 — a 4-1 — 3 4-4 ^^ 

Qi +1 + 1 +4 4-0 +3. 4-91: 

il est inutile ici de calculer les valeurs des P,- : j'ai en effet dé- 
montré (') que le nombre des racines supérieures à £ est au plus 
égal au nombre des variations que présente la suite des nombres 
Q,; et cette suite, pour £ — 3, ne présentant aucune varia- 
tion, il est clair que l'équation proposée n'a aucune racine su- 
périeure ù 3 , 

5. L'équation (2) a donc une racine comprise entre -f- i et 
4- a; elle n'a aucune racine supérieure à 4- a ni aucune ra- 
cine négative, puisque son premier membre tic présente que des 
variations. 

L'intervalle compris entre zéro et +1 peut contenir deux ra- 
cines, ou n'en contenir aucune. Pour résoudre la question, je 
remarque que le nombre des racines de l'équation proposée, qui 
sont comprises entre zéro et 4- 1, est égal au nombre des racines 
de l'équation 

•IX' — 4af*4-3,*' — tf'4-aa; — 1 = o, 

qui sont supérieures à celles de l'unité. 

Formons, en suivant la méthode que j'ai indiquée dans le Mé- 
moire cité précédemment [Théorie des équations numériques. 
p. 1 16), le tableau suivant : 



qui forment le contour extérieur du tableau n'offrant aucune 
variation, il en résulte que l'équation proposée n'a aucune racine 



[') Mémoire sur lu thaï 
matigues pures et appliqu 
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comprise entre zéro cl. l'unité ; elle a ainsi une seule racine com- 
prise entre + i et -|- 2. 

11. 

6. Soient P , P,, .,., P„ les coefficients du polynôme $(x); 
en désignant respectivement par R et par S le plus grand et le 
plus petit de ces nombres, considérons l'équation 

(1) R-/0r) = o. 

Les quantités, analogues à P , P, , . . ., P„, sont dans ce cas 

R — P , R — Pi, ..., R — P„, 

et il est clair qu'elles sont loutes positives ou milles. L'équa- 
tion (1) n'a donc aucune racine comprise entre £ et -r\ et son pre- 
mier membre conserve toujours le même signe quand x varie 
depuis £ jusqu'à -i\, à savoir le signe + ; pour toute valeur de x, 
comprise entre \ et i\, on a donc 

/(«)ïH. 

On prouverait d'une façon analogue que, pour les mêmes valeurs, 
on a 

d'où celt.c conclusion importante : 

Lorsque x prend toutes les valeurs possibles comprises entre 
les nombres \ et vi, la valeur du polynôme /(x) demeure constam- 
ment comprise entre les nombres R et S. 

7. Soit, comme application, le polynôme 

/(*) = 3!'-a^ +-a;a — 3ar»-t-4a'— î 

que j'ai déjà considéré plus haut. 

On voit que, quand x varie de zéro à -+- 1 , le polynôme prend 
des valeurs comprises entre les nombres — 2 et -h 2: la règle de 
Cauchy donne des limites — y cl -h 6. Quand, x varie de -t- 1 à 
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-I- 2, la règle énoncée ci-dessus donne les limites — i4 et -+- 2, 
la règle de Caueljy les limites — 4° et + 4i ! enfin, dans l'inter- 
valle compris entre H- a et +3, la règle de Caucby donne des 
limites — [43 et -+- ?,3(i, l'autre règle les limites bien plus resser- 



8. Il est moins aisé de déterminer des limites Lin peu précises, 
entre lesquelles demeurent comprises les valeurs que prend 
une fonction rationnelle -h-, — > lorsque x varie dans l'intervalle 
(5.--VJ). 

Voici cependant une solution assez simple, mais limitée au cas 
où relativement à l'un des termes de la fraction, au polynôme/(;c) 
par exemple, les nombres P, ont tous le même signe. 

Soient 

Po, Pi, ..., P« 

ces divers nombres, et 

D" , II,, ..., IJ„ 

les nombres correspondants relativement au polynôme 'f(^); je 
suppose les deux polynômes du même degré, ce que l'on peut 
toujours admettre en introduisant au besoin un certain nombre 
de coefficients nuls. 

Cela posé, en s'appuyant sur les considérations développées 
plus haut, on démontrera aisément que, lorsque x varie dans 
l'intervalle (£ . . . 7|), la valeur que prend la fraction j- — - demeure 
constamment comprise entre le plus grand et le plus petit des 

n„ n, (U 

ÏV p]' '"' P„' 

Considérons, par exemple, et en supposant £ = 2 et r, = 3, la 

h, M IlOl 
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Le tableau suivant donnera la valeur des II, 

Coefficients o -1-2 —5 -4 

Q. « h- ■>■ - ' 



Si maintenant nous formons les fractions 

l 1 1' _^ 3 _ —là -Il 

nous voyons que la plus petite d'entre elles est — i/\ et la plus 
grande — ; on en conclut que, quand x varie depuis -h 2 jusqu'à 
+ 3, la valeur de la fraction demeure comprise entre les limites 
- 14 et -h 3,i. 



9. Soit/? un nombre entier positil quelconque, niais supérieur 
à («+ 1); dans le développement eu série de l'expression 

considérons seulement les termes dont les exposants sont compris 
entre les limites y> et ■ — p, nous obtiendrons ainsi un polynôme 
ftp(-r) dont la valeur est donnée par l'égalité 

6 P = f\.T"-i- ... +P„a!«+' 

_!_p u ^_l_p ia ,.»-l _ l _p, a; «-î J _..,_|_P /1 _ 2 . r -2_,_p ;i _ ] ^_ H p (; 

+ 1 i>„i +... + 1^ p„— . 

ï| .r ïjP x" 

Lorsque le nombre p croît indéfiniment, O,, a pour limite une 
série indéfinie H qui, pour toutes les valeurs de x comprises 
entre - et i,ala même valeur que la fraction 

d'où résulte, en désignant par m le nombre* des racines de l'équa- 
tion /(;c) — o qui sont comprises entre S; et r„ que la série O est 
convergente et s'annule pour m valeurs de la variable. 
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Cherchons d'abord une limite supérieure du nombre des racines 
positives de l'équation p = o ; une pareille limite est donnée 
immédiatement par le nombre des variations de $ p , qui se réduit 
à eelui des variations de fy(&). Mais on peut obtenir une limite 
plus précise en faisant usage d'une proposition importante duc 
à Newton. 

Au-dessous de la suite des termes de ©^(x), où se peuvent 
trouver des variations, à savoir les termes 



Pc. 



Pi, 



P« 



vons les termes de la suite 

PJ - P0P1, Pî — PoP«, PI — PoPi, ■•-, 

ps..., — P„_;,P„_,, i>j t _ l — P, t P„._,, P| - P„P„_, 

s obtiendrons le tableau suivant : 



P|— P„P S , P| — P P„ 



, — P„_iP„_i, 



où j'ai remplacé les termes extrêmes de 
attendu que, quand P et P, sont de signe 
J_ ip„P n 



econde ligne + i, 
ntraire, P — P P, 
est positif et que, de même, P; — ^ P„P„ , est positif quand les 
termes l'„ et !'„_, présentent une variation. 

Cela posé, il suit du théorème de Newton que le nombre q 
des raeines positives de l'équation Q p — o est au plus égal au 
nombre V des variations de la suite supérieure du tableau (A). 
qui correspondent à des permanences dans la suite inférieure. 

Ce nombre q est, on le voit, indépendant de la valeur attribuée 
au nombre entier/; et sa valeur demeure la même quand p croît 
indéfiniment; on eu conclut que le nombre m, qui représente le 
nombre des valeurs positives de x, pour lesquelles la série 6 con- 
verge vers zéro, est an plus égal à q. 

D'où la proposition suivante : 

Si l'on forme le tableau (A.), le nombre des racines de 
l'équation f(x) = o, qui sont comprises entre £ et r\, est au 
plus égal au nombre des varia/ions présentées par la ligne. 
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supérieure du tableau et auxquelles correspondent des per- 
manences dans la ligne inférieure. 

Soit, connue application, l'équation 
(r) a* — 3^-i-çiic 5 — 11 a: -H \> = o; 

cherchons le nombre des racines comprises entre i; = 1 et ■/; = a. 
Les valeurs des nombres 1', s'obtiennent en formant le tableau 
suivant : 

+ . o -3 -h 9 -11 +5 

-+- 1 ■+■ 1 -2 + 7 - 4 +1 
+ 27 +11 +3 -ni — 3 +1, 

et le tableau (A) devient 



Dans la ligne intérieure, je n'ai indiqué les signes des termes que 
quand ils correspondent à des variations; on voit qu'il n'y a dans 
la ligne supérieure aucune variation à laquelle corresponde une 
permanence dans la ligne inférieure, d'où i! suit que l'équation 
proposée n'a aucune racine comprise entre +1 et + 2. 

On arriverait à la même conclusion en employant la méthode 
suivante, qui trouve fréquemment d'utiles applications. 

L'équation peut se mettre sous la forme 

(«i +i ,i - a »« -,- 7 # _ 4) (g - ,) +. , = o 
et, par suite, peut s'écrire 



Cherchons des limites entre lesquelles varie le polynôme déno- 
minateur lorsque x varie de + 1 à + 2; en appliquant la méthode 
indiquée plus haul., on formera le tableau 



11 suffit ici de calculer les valeurs des nombres Q, ; ceux-ci étant 
en effet positifs, il est clair que les i\ seront également tous posi- 
tifs et, par suite, le dénominateur demeure positif quand x varie 
dans les limites indiquées. 
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Il en résulte que le second membre de l'égalité (a) est tou- 
jours inférieur à l'unité; il ne peut donc jamais être compri; 
entre -+- i et + a et l'on voit, comme nous l'avions 
précédemment, que i'équation (i) n'a aucune racine d; 

intervalle. 



cet 



IV. 

10. La proposition, énoncée dans le premier paragraphe, peut 
encore être démontrée par une autre méthode qui donne lieu à 
quelques conséquences intéressantes. 

En désignant par ç et r, deux nombres quelconques positifs ou 
négatifs, soient f(x) un polynôme entier du degré n et b(x) 
ie polvnôme déterminé par la relation 






-'/(q)-/(gT,) ^ - /(g*i)-/(S) 



Appelons A, (x) ce que devient è(x) quand on remplace f(x) 
par (x — X); on a évidemment 



d'où, par un calcul facile, 

*i(«) = +(*)(*ti-M-V(»i )**"-«- ÎAO- 

On voit que §{(x) et le produit <l(x)(x-f\ — X) no différent que 
par leurs termes extrêmes; les coefficients de a,' ,i+l étant respec- 
tivement [puisque /(yi) = P et/(Ç) = P„] P,(n — X) et P T|, les 
ternies constants étant respectivement (£ — X) P„ et — XP„. 

Si donc le nombre À satisfait au* conditions suivantes 

I )( Ij _X)>o, X(X-|)>o, 

le polvnôme <1|(#) présente préei sèment autant de variations que 
le produit ty(as)(xv\ — X). D'où il suit, en vertu du lemme de 
Segner, que, si t ( X est positif, $\(x) a au moins une variation de 
plus que •h(x) i et que, si r;X est négatif, '!,( — x) a au moins une 
variation de plus que <i( — x). 
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On peut donc énoncer les propositions suivantes : 

L' équation à(x)- -o a au moins au.ta.nl- de, variations que 
l'équation f(x) = o a de racines réelles Â satisfaisant aux 
inégalités 

(I) Xr ( >0, r,(r,-l)>o, \(l-i) >0 . 

La transformée i{ — x) a au moins autant de variations 
que l'équation f(x) = o a de racines réelles X satisfaisant 
aux inégalités 

{%) À>,<», ii(ii-X)>o, X(X-0>o. 

11. Supposons par exemple Ç et rj positifs et tj > £, les inéga- 
lités (1) sont satisfaites pour toutes les racines comprises entre 
£ et t\. D'où la proposition que j'ai démontrée au commencement 
de ce Mémoire. 

Supposons maintenant que £ et r t soient des nombres positifs 
quelconques, les inégalités (2) sont vérifiées pour toutes les ra- 
cines négatives; d'où cette conclusion : 

Quels que. soient les nombres positifs ç et r t , le nombre des 
racines négatives de l'équation f(x) = o est au plus égal au 

nombre des variations du polynôme ^( — x). 

Dans le cas particulier où, % et ï| étant positifs, r, est pins 
grand que £, on voit que, si toutes les racines de l'équation 
sont réelles et si toutes les racines positives sont comprises entre 
% et ï], le nombre des variations de '\(x) est précisément égal au 
nombre des racines positives elle nombre des variations de<!>( — x) 
égal an nombre des racines négatives. 

12. Dans ce dernier cas, j'ajouterai encore une observation. 
Ayant, pour toutes les valeurs de X comprises entre- et + 1, 

l'égalité 



je remarque que, si/(!-) et/(ïi) sont de même signe et si l'équa- 
tion •l(x) = o n'a aucune racine comprise entre o et + 1, ^(x) 
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conserve dans cet intervalle un sîg'iie constant, à savoir celui de 
/(£), puisque ■'j(x) se réduit à cette quantité pour £ -— o. 

l.e second memlire de l'égalité préeédcnie conserve donc tou- 
jours le môme signe [à savoir celui de/(Ç) et de/(-r,)], quand x 
varie de — à -H î ; il en est de même du premier membre qui, par 
suite, ne peut que s'annuler quand x varie depuis % jusqu'à 7|. 

D'où la proposition suivante, que l'on peut souvent appliquer 
avec utilité pour reconnaître si un intervalle donné renferme 
des racines : 

Les nombres f{\) et /(•'{) étant de menu- signe, /.'équation 
f(x) = o n'a aucune racine comprise entre £ et ï|, si l'équa- 
tion &{x) = o n'a aucune racine comprise entre o et + i . 

J'ai d'ailleurs donné (') un algorithme très simple qui permet, 
dans beaucoup de cas, de reconnaître facilement si une équation 
a des racines supérieures à l'unité, à quoi se ramène immédiate- 
ment le problème de déterminer si l'équation b(x) =oa des ra- 
cines comprises entre o et + i. 

Soit, comme application, l'équation 



qui n'a, évidemment, qu'une seule racine négative. 
Le nombre des alternances de la suite 

étant nul, le nombre des racines positives de l'équation, qui sont 
inférieures à + 1, est égal à zéro; de môme le nombre des alter- 
nances de ia suite 

étant également nul, on voit qu'il n'y a pas de racine supérieure 

Pour reconnaître s'il va des racines comprises entre -i- r et-f- ■>,, 
j'emploierai la méthode exposée plus haut; on formera le tableau 



r la théorie des et/ttationt » 
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d'où l'on déduit 

Or le nombre des alternances de la suite 

étant nul, l'équation 'i(.r)=:o n'a aucune racine positive infé- 
rieure à l'unité et, par suite, l'équation proposée n'a aucune racine 
comprise entre -+- i et + a. Elle a donc une racine négative et 
quatre racines imaginaires. 



13. La propriété fondamentale des coefficients du polynôme 
i (,r) peut s'énoncer ainsi : 

Le nombre des racines de l'équation f(x) = o, qui sont com- 
prises entre les nombres £ et t\, est au plus égal au nombre des 
variations que présente la suite 

P 0] P,, P 3 , ..., P„. 

Il est nécessaire d'examiner les simplifications qui se présentent, 
lorsque le polynôme j\x) présente des lacunes. 
Soit, pour fixer les idées, l'équation 

A + B»=-i-Ca; 7 ^-D^:» = 1 ); 



= À-t-BV 


-t-Cy 


+ Dr,">, 


= a + By 


-+-CV 


+ DÏTj», 


= A-+-TÎV 


-t-Cy 


+ D^y, 


= A + BV 


-+-Cy 


H- DÏ'V, 


= A + By 


+ c^ ( 


-4-D£*y, 


= A+By 


-t-CÏ'i 


= +D£*y, 


= A + BV 


+ c^ 


»+D£<V. 


= A + Br t » 


-l-C»- 


'+DJT Vi 


= A4-B£r 


■+C(ii 


-+ DÏ'ï]', 


= A-hBS' 


, + Cî« 


+ DÎ»71, 
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A l'égard du nombre des variations que présente la suite de ces 
nombres, on peut remarquer que les termes P u , P t , P s et P 3 peu- 



011 j'ai pose, pour abroger. 

a = a + bv + Ct ( ». 

Il est clair que ces quantités \ont toutes en croissant ou toutes 
en décroissant, le nombre des variations qu'elles présentent se 
réduit donc au nombre des variations des deux termes P„ et P;, 
et l'on peut supprimer les termes P, et P* ; on démontrerait de 
même qu'on peut ne tenir aucun compte des termes P^ P ; , P 6 , 
P E et IV 

Il suffi! ainsi <!<■ considérer la siiîle 

A._ r BV +Cv -i-Dr, 1 ». 

■\ -+- \W -i-Cr,' -1- n«Y; 

A + BV +CJ* T/ '+DS'V, 

A 4-BÏ' + C£' -h ni">. 

D'une façon un peu plus générale, soit l'équation 

(1) /(.-,■) = A + hx? + Gj7Ï-h D..;S + Ea« = o, 

où [i, y, S, s désignent des nombres entiers positifs croissants; on 
établira comme ci-dessus la proposition suivante : 

En désignant par S; et ï l deux nombres positifs, dont le. pins 
grand soit -*], /<3 nombre des racines de /.'équation f(x) = o, 
gui sont comprises entrai, et r h est au plus égal au nombre des 
variations que présente la suite ries nombres 

[ A.-i-BiiP-f-CT ( Y +Dr,« -4-Ej]*, 

l A + BtjP + 0,Y -+- Urfi -1- EÇs-B^S, 

(T) | A 4-BïjP-+-Ct,Y + DÇ5-Y7iY + E^"ÏTiY. 

i A _|- B^P + CÏY-P»;P + Dp-Vrfi -h E£H^P. 
[ A + B|P + C«Y -;-!)« + E**. 
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que le théorème s'étend au cas où le polynôme contient un nombre 
quelconque de termes. 

J'ajoute qu'il subsiste encore lorsque les exposants [3, y, o, s 

sont des nombres positifs quelconque-" , comme nsurables ou 
incommensurables , rangés par ordre croissant de grandeur. 
Pour le démontrer, supposons que fi, y, S, s soient des nom- 
bres fractionnaires quelconques et que, j3', y 7 , §', s', fi", y", S" et s" 

désignant les nombres entiers, on ail: 



En posant, pour abréger, fJ'y'S'e' = w, et en faisant x = ~X.°>, 
l'équation (i) a pour transformée l'équation 

(2) A + xC +xr +X 8 ' -H\ £ ' =0, 

dans laquelle tous les exposants sont des nombres entiers. 

Le nombre des racines de l'équation (1), qui sont comprises 
entre £ et i\, est égal au nombre des racines de l'équation (a) qui 

sont comprises entre £ M et 7| w . Or, en appliquant à l'équation (2) 
la proposition énoncée dans le numéro précédent, on trouve pré- 
cisément la suite (A.); d'où il résulte que celle proposition sub- 
siste lorsque fi, y, S, t sont des nombres fractionnaires positifs 
quelconques et, par conséquent, même quand ils sont incommen- 
surables. 

11. Les équations importantes de la forme 

A e<« + B eP» H- . . . + L e** = 

se ramènent à une équation de la forme considérée précédemment 
en. posant e x = js; d'où la proposition suivante, qui s'étend évi- 
demment au cas où le premier membre contient un nombre 
quelconque de termes, mais que, pour plus de clarté, j'énoncerai 
seulement dans un cas particulier. 

h'n désignant par Ç et r, deux nombres positifs ou. négatifs 
dont le plus grand soit c,, par -i., fi, y, et £ des nombres quel- 
conques, positifs ou négatifs, que je supposerai rangés par 
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ordre croissant de grandeur , le nombre des racines de 
l'équation 

jhï so/U comprises entre £ ei ï|, esï «« jo£»s <?£■«/ «;t nombre 

des variations que présentent les termes de la suite 

AeoiH-BePl-t-Geïl -H De&l -t- Ee=1, 

àc'1 -4- BePl H- Ceri -+- Dc&1 ■+■ E^-S^+S/i, 

A.e-«1 -i-l!e?1 + CeTl -H De*-Y>S+Yl + E eB-T'É+n , 

Ae*? + B«?5 -+- CeYÏ -h D«; ? 4 -h E^; 

il est clair que, si ces deux nombres diffèrent, leur différence est 
nombre pair. 

Le théorème de Fourier peut aussi s'appliquer, mais d'une 
façon moins facile, aux équations de la forme précédente; il exige 
en effet [voir Je Mémoire de M. Stern Sur la résolution des 
équations transcendantes (Journal de C 'relie , tome 22)] que 
Ton calcule les dérivées de F'x) jusqu'à ce qu'on arrive à une 
dérivée qui ne change pas de signe dans l'intervalle considéré: 
ce qui peut exiger de longs calculs et amener souvent à tenir 
compte d'un très grand nombre de termes. 



15. Les propositions qui suivent se rattachent à des considé- 
rations enlièrement différentes de celles qui lont l'objet des para- 
graphes précédent.-. 

lilanl donnée l'équation générale du degré n 

il existe toujours une infinité de systèmes de nombres 



tels que, si l'équation f(x) — o a tontes ses racines réelles, il f 
est de infinie de l'équation 
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ÎOO ALGÈBRE, 

Il paraît difficile île déterminer, d'une façnn précise, les condi- 
tions auxquelles doivent satisfaire les nombres a,-, lesquelles 
d'ailleurs ne dépendent que 'de la valeur attribuée au nombre 
entier n. 

Je laisserai entièrement de côté ce problème et m'en tiendrai 
aux considérations suivantes, qui peuvent, dans certains cas, 
trouver d'utiles applications. 

16. Soient/(.r) un polynôme entier, du degré «, avant toutes 
ses racines réelles, et ce vin nombre positif; il est clair que 
l'équation 

a /0) + ,r/'0) = o 

a également foules ses racines réelles. 

Pour le voir, il suffit, dans le cas où toutes les racines de f{x) 
sont inégales, de mettre l'équation précédente sous la forme 

* + n^> - „ 

et la proposition subsiste évidemment quand f(x) a des racines 

rgitles. 

En mettant en évidence les coefficients f{x) et en posant 

l'équation (i) peut s'écrire 

a»* + «,(. + ,)* + «,(* + i)& + . . . + «„(* -f n.)x« = o. 

Comme clic a encore toutes ses racines réelles, on peut encore 
en déduire une infinité d'équations jouissant de la mémo pro- 
priété; telle sera, en général, l'équation 

o,F(o)-t-a i F(0.* + aiF(a).ar»-t-... + «»F(»).a»» = o, 

F(x) désignant un polynôme entier de la forme 

A(<r + T)(*+^)(x + « 1 )...(af+« J ,), 

où les ai sont des quantités positives arbitraires et en nombre 
quelconque. 



/Google 



-i:i! Qi.'i:i.i.'Ui-.iH rm.vTii i<:-: la TiiiUim:; i'j-:s j: u u a - i~t ■: > N >; s 
La mémo chose aura lieu évidemment quel que soi l. lo nombre 
/.-, à l'égard do l'équation 

que l'on peut écrire 

(a) fl e(o)-*-a,9(i)» + a,e(a)a«-i-...-t.o.O(n)»» = o, 



Comme le nombre des quantités a,- peut croître au delà de 
toute limite et que le nombre k est arbitraire, on peut sup- 
poser que O(x) soit une fonction entière du genre zéro ou du 

D'où la proposition suivante : 

En désignant par 9(.z) une fonction entière quelconque, 
ne s'annulait', que pour des valeurs réelles et négatives de x 
et dont les éléments simples sont des polynômes entiers, des 
exponentielles de la forme e 1 ", des fonctions entières du genre 
zéro ou du genre un, si l'équation f(x) = o a toutes ses ra- 
cines réelles, il en est de. même de l'équation (a). 

17. Comme application , considérons la fonction G(x), de 
M. Weierstrass, qui est l'inverse de l'intégrale culérienne l"(x). 

La fonction G {x + w) ne s'annule que pour x = — ta , 
x = — (l>+ i), etc.; si donc w est positive, G(œ -+- to) satisfait 
aux conditions énoncées ci-dessus et l'on voit que, l'équation (;) 
ayant toutes ses racines réelles, il en est de même de l'équation 



r(») ro-t-i) 
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J'ajouterai que le théorème subsiste encore pour fes valeurs 
de (i) eomprises entre — i et o (par conséquent pour toutes 
les valeurs de io supérieures à — i) , si l'équation /(ar) = o a 
toutes ses racines de même signe. 

18. En faisant usage de la proposition précédente {'), on dé- 
montrera aisément, le lliéorème général qui suit : 

En désignant par q un nombre positif quelconque égal ou 
inférieur à l'unité, et par H et %(x) deux fonctions entières 
quelconques, ne s' annulant que pour des valeurs réelles et né- 
gatives de x et dont les éléments simples sont des polynômes 
entiers, des exponentielles de la forme e kx , des fonctions en- 
tières du genre zéro ou du genre un, si l'équation f{x) = o a 
toutes ses racines réelles, il en est de même de l'équation 



Mi(o) ** + °» H(o)H(i) qœ +a * H(o)H(i)H( 2 ) 9 



"H(o)H(i)...H(. 



On voit ainsi qu'on satisfait au problème, posé au commence- 
ment de ce paragraphe, en faisant, quels que soient les coeffi- 
cients «„, a,, . . . , a„ (pourvu que l'équation f{x") = o ait toutes 
ses racines réelles) 

o(i) _ ep ) i 

'H(o) ? ' "" H(o)H(,) ? ' 



«. = «(0), 



on obtiendrait encore une solution plus générale en considérant 
l'équation x"Ù i - 1 = o, qui a le même nombre de racines réelles 
que l'équation Q(x) = o. 

19. Pour appliquer ce qui précède à un exemple simple, je 
considérerai l'équation 



dont toutes les racir 
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Faisant ©(#) = i,y = i et ïï(x) = x -+■ i, on voit que l'équa- 
ion 



a toutes ses racines réelles et négatives; proposition bien connue. 
Il en est de même de l'équation 



or le premier membre, quand n croit indéfiniment, a pour limite 
la fonction de Bessel 



ïl "' ' (i.a)« (i. a .3)> ■ ■'■' 

De là résulte, en vertu d'une proposition que j'ai fait connaître 
dans une Note insérée dans les Comptes rendus de V Académie 
des Sciences, que '|(-ï') est une fonction du genre zéro, ou du 
moins le produit d'une pareille fonction par une exponentielle de 
la forme e"*, a étant un nombre essentiellement positif. 
On a donc 

+ (*) = «-«F(*), 

V(x) étant une fonction du genre zéro et n'ayant que des racines 
négatives, 

Je veux maintenant prouver que le nombre a est nul ; à cet 
effet, je remarque que •l(x) satisfait à l'équation linéaire du 
second ordre 

d'où l'on déduit 

(:i> .Ti "-' = La : ') F ' (a,) T (r) 

Quand x prend des valeurs positives de plus eu plus grandes, le 
premier membre a pour limite a 3 ; cherchons fa limite du second 
membre. 

En désignant par a,, x a , a,. ... les valeurs absolues des ra- 
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cines de l'équation F(#) ~ o (je suppose ces nombres rangés pai 
ordre croissant de grandeur), on a 

( 4 } T(x) = ^T7â, + ~ r — ^ + lïT^i + • ■ ■ ; 

où le second membre est convergent pour toute valeur posilivi 
de x, puisque, ¥(x) étant du genre zéro, la série 



est elle-même convergente. 

Soit S p la somme des p premiers termes de la série contenue 
dans le second membre de l'égalité (4), on a 

celte quantité tend vers zéro, quel que soit p, quand x croît 
indéfiniment : donc S p a pour limite zéro, et il en est de môme 

On a d'ailleurs 



F <>j (a + a,)i (^ -+-«,)' U' ■+■ a,)i • ' ' 

on voit, a fortiori, que p4^ a pour limite zéro. 

lî'où il suit., le second membre de l'identité (3) ayant pour li- 
mite zéro, que a est nul. 

La transcendante de Bcssel est donc une fonction du genre 



20. Aux considéra lions précédentes se rattache encore le théo- 
rème qui suit : 

Si l'équation 
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a toutes ses racines réelles et de même signe, V équation 
«„cosX-l-«|COS(X + 0):B + ffl,cos(X-i- 2 0)ar* + a,,cos(l ■+- i%)x* -H. .. 

où À ei 6 désignent deux arcs arbitraires, a toutes ses racines 

réelles. 

Pour le démontrer, je m'appuierai sur cette remarque impor- 
tante due à M. Hermite (') : 

Si, pour toutes les racines de l'équation F(#) = o, les coeffi- 
cients de i sont de môme signe et si, mettant en évidence dans 
le polynôme F (a;) la partie réelle et la partie imaginaire, on 
pose 

F(<r) = *,<*) + (F.C*), 



«Fi(*) + pF I far) = o 1 

iù a et p désignent des nombres arbitraires, sont toutes réelles. 

Considérons maintenant l'équation 



dont les racines, en désignant par k,, k- 2 , A" a , . . . les racines de 
l'équation /(x) = o, sont 

Il est clair, puisque les ki sont tous de mémo signe, quo le 
coefficient de i a le même signe dans toutes les racines de l'équa- 
tion ('-)). 
Or on » 

/[»(CO.»+iltoC.)]-0,-i-0,CO.».»-l-0,COS!I».I> + ...+ O.C0 1 »..*i 



(') Sur l'indice de..< fi-netijns rationnelles (Bulletin data Socié. 
l. VII, p. i3i); voir éijaliîtiiuiit, sur' a- sujet, mes Notes sur la resot 
équations numériques, p. t\S, 
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En vertu du théorème de M. Hermile , on voit donc que 

l'équation 

cosî,[o -!- «(Copu).3-h- «jcosuw.a^ + ...] 

a toutes ses racines réelles, quels que soient les arcs réels )> et oj. 
Or celte équation peut s'écrire 

+ «.co.(> + »m)- = o; 
ce qui démontre la proposition (pie j'avais énoncée. 
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L'ÉQUATION DU TROISIEME DEGRE. 

Nouvelles Annales de M'.tthcrua/rt/itc.s, :\' stirie, t. IX; 1870. 



Soient F(;c) elf(a>) deux polynômes du troisième degré par 
rapport à la variable x\ /désignant une quantité arbitraire, consi- 
dérons l'équation 

(1) ?{x)+yf{x) = o. 

Soit V le discriminant de cette équation; V est,, comme on le voit 
facilement, une fonction entière et du quatrième degré de y. En 
regardant/ comme inconnue, l'équation 

[a) V = o 

a quatre racines ; désignons par a, £>, c trois quelconques de ces 

Si, dans l'équation (1), on donne à y la. valeur a, l'équation ré- 
sultante a deux racines égales; soient à la valeur commune à ces 
deux racines et a la valeur de la troisième racine. 

Pour abréger, représentons aussi par 

-ff(y) 

le coefficient de x 3 dans le premier membre de l'équation (1). 
On a identiquement 



d'où 


- F(»)- «/<«) = y(«)(» - !)■<■ 


en désignm 


t respectivement par a, v et fl, 
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logues àleiàaei relatives aux. deux racines b et c de l'ë 
(2), on a de même 



•«■(*) 



i/^i 



/ -P|»)-e/ W _ 



Multiplions la première des trois relations nre'eéderjteî par ([/ — v), 
la deuxième par (v — X), la troisième par (~k — u.) et addition- 
nons, membre à membre, les équations ainsi obtenues; il vient 

H-» . A-f<»)-b/ (F) v-> / -P(»)-ft/(^ 
•£("«) V »-« y/ff(6)V *-? 

H_ X ~^ t / -g(»)-°/(g) = Q 
•«■(c)V *-T 

Cette relation est une identité qui doit être vérifiée, quel que soit œ. 
On peut la mettre sous la forme suivante : 



/'"""■■ , /TES 



■'ûi 
A») 



Si maintenant on suppose que ,r ne désigne plus une quantité 
arbitraire, mais une racine de l'équation (1), on a 

et si l'on pose, pour abréger, 
on a la relation suivante 

< 3 > «i/S-'i/^^- 
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SUa 1. 'ÉQUATION IHJ TROISIEME DEGRE. ioy 

Voilà ainsi une forme irrationnelle que l'on peut donner à l'é- 
quation (i); d'après ce qui précède, cette transformation peut être 
faite de quatre façons différentes, puisque l'on peut employer, 
pour l'effectuer, trois quelconques des racines de l'équation 



Si l'on considère y et x comme ies coordonnées rectangulaires 
d'un point mobile du plan, on peut dire que l'équation (3) est 
une forme particulière de l'équation de la courbe du quatrième 
ordre représentée par l'équation (i). 

Pour parler plus exactement, les points de cette courbe satis- 
font à l'équation (3); mais cette dernière est plus générale. 

En effet, si l'on fait disparaître de cette équation les irration- 
nalitcs, on effectuant le produit des différentes valeurs que prend 
son premier membre, quand on donne aux radicaux les divers 
signes dont ils sont susceptibles, on obtient une équation 

U = o, 

dans laquelle U est un polynôme entier du quatrième degré en x 
et du deuxième degré en y. 

Il résulte de ce qui précède que li doit être exactement divisible 
par 

(J est donc égal au produit de ee polynôme par un facteur qui est 
nécessairement du second degré en x et en y, et du premier degré 
par rapport à chacune de ces variables. 

Géométriquement, ce second facteur, égale à zéro, représente 
une hyperbole équilatère. 

On voit ainsi que l'équation (3) représente à la fois la courbe 
représentée par l'équation (i) et une hyperbole équilatère ayant 
ses asymptotes parallèles aux axes. 

Ces deux courbes jouissent toutes les deux de la propriété géo- 
métrique exprimée par l'équation (.'!), propriété très simple que je 
me dispenserai de transcrire ici. 
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On peul se demander, a priori, étant donnée l'équation (3), 
de déterminer quelle relation il doit exister entre les coefficients 
de celte équation, pour que la courbe qu'elle représente se dé- 
compose en une hyperbole equilatère ayant ses asymptotes paral- 
lèles aux axes et une autre courbe, qui est alors nécessairement 
représentée par une équation do même forme que l'équation (i). 

Si celte décomposition a lieu effectivement, on doit, pouvoir sa- 
tisfaire à l'équation (3) par une valeur de x de la forme 

ry + s 

Remarquons maintenant que l'un peul toujours trouver quatre 
nombres : /), cj, r et s tels, que l'on ait simultanément 



Ces nombres étant ainsi choisis, pOi 



(1) 



y-p 



en substituant ces valeurs de a, b, c et x dans l'équation (3), il 
nt, toutes réductions faites, 




la valeur de x tirée de l'équation (4) satisfait, quel que soit y, à l'é- 
quation (3), et, par conséquent, U est divisible par le polynôme 



le second facteur de (J, étant du premier degré ci 
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Les résultais qui procèdent peuvent cire encore exprimés d'une 
façon un peu différente. 

Soient F(x, j--) et /(#, y) deux, polynômes homogènes en x et 
y, et du troisième degré par rapporta ces variables; étant donnée 
l'expression 

T = ÉF0r lJ + i|/(*.J'). 

on peut toujours trouver quatre facteurs de la forme 

qui jouissent de la propriété suivante. 

Soit Q l'un de ces facteurs, on peut toujours poser 

TQ = (i/L + /Sï -h i/X) [</L + /M - i/N) 

x (v/L - s/M + t/N ) (vï - v'M - /H ), 

L, M et K désignant des polynômes de la forme suivante : 
L =(*— p r )(» — ^(AE-i-i^), 
U=(»-V)(<F— fj'KBS + B'ii), 
N =<*-RjO<*-«.r)(CÉ + C'T ( ). 

Il est bien clair que dans cet énoncé les lettres x et y, A, lî, ... 
ont un sens différent, de celui que je leur ai attribué dans les para- 
graphes précédents. 



Les considérations très simples que j'ai employées pour obtenir 
les résultats précédents s'étendent sans difficulté à des équations 
d'un degré supérieur au troisième. Mais ce ens particulier est de 
beaucoup le plus intéressant, et je me propose de revenir sur quel- 
ques relations dignes de remarque qui existent entre les racines 
du discriminant 

V ---■ a 
et celles de l'équation 
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QUELQUES THEOREMES D'ARITHMETIQUE. 

Bulletin de la Siicielc mathématique tic France, t. 1; ift-j3 



1. On connaît lit proposition suivante : « o(m) désignant com- 
bien il y a de nombres premiers à met non supérieurs à m, on a 

»=, ? (rf)+ ?(<*')-»- ?<«*')-»-■•. 

d, d', d" désignant la suite des diviseurs de m, parmi lesquels 
figurent i et m lui-même ('). » 

Cette proposition peut se généraliser ainsi qu'il suit : 
Désignons en général par (m, -r- )> où. m désigne un nombre 
entier et k une quantité réelle quelconque commensurable ou in- 
commensurable, le nombre des entiers premiers avec m et non 

supérieurs à -r ; on voit que, si k = i, on a (m, m)= f( m )- 

Cela posé, je dis que l'on a, m désignant un nombre entier et 
(y) ia partie entière du quotient j-, 



(0 



(?)-(■■ iM*ïM'.ï)— (-?)■ 



la somme contenue dans le second membre s'étendant à tous les 
diviseurs i , d, d', . . . , m du nombre m. 

Pour le démontrer, je vais faire voir que, si la proposition est 
vraie pour une valeur quelconque de /c, elle est vraie pour toute 
autre valeur. 

Soit /,-„ la valeur de k pour laquelle la formule est supposée vé- 
rifiée; concevons, par exemple, que k diminue d'une façon con- 
tinue, le premier membre de la relation (1) ne pourra changer que 



(') Vov. SKRIUT, Algèbre 
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SUH QUELQUES TIllioftÈMliS IVAllITiniLTIQUE. = l3 

si k passe par mie valeur qui donne à -r une valeur entière; dans 
ce passage, (7-) augmentera d'une unité; le second membre ne 
peut changer que si l'une ou plusieurs des quantités + acquièrent 
une valeur entière, et, comme alors -r a aussi une valeur entière, 
puisque m est un multiple de d, on voit que la solution de la ques- 
tion consiste à examiner ce qui se passe quand -r est un entier. 

Or, quand -r est un entier, il peut se faire qu'un certain nombre 
d'expressions de la forme j soient aussi des entiers; supposons- 
les rangées par ordre décroissant de grandeur, en sorte qu'elles 
forment la série 

T T' T' ■■"' F 
~ désignant la plus petite de ces fractions (il est clair d'ailleurs 
que y- ye" 1 é (, ' e égal à m). 

Cela posé, -'-" est nécessairement premier avec p.; car, si a. dési- 

gnait un diviseur commun, - et y seraient des nombres entiers et 
£ ne serait pas le dernier terme de la série. Il n'en est pas de 
même relativement aux termes précédents; en effet, si l'on pose 
j—-e, u, et p. étant premiers entre eux, on en déduit f , 7 dési- 
gnant un quelconque des termes qui précèdent £ ) e'= -,- = — . 

d'où — , = -; et, comme la fraction est in ('duel i bit;, on en cou- 
m \>. p 

élut que e' et m' sont respectivement des multiples de c. et de m et 

ont par conséquent un facteur commun. 

2. Voyons maintenant quels changements subît le second 
membre quand -r prend une valeur entière. 

Les différentes expressions telles que Im', -r 1 ne changent pas 
de valeur; la série des nombres non supérieurs à -r renferme en 
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plus, i] est vrai, le nombre e'; mais, comme il n'est pas premier 
avec m', la somme n'est pas changée; l'expression [[/,, j \ seule 

change, et augmente précisément d'une unité, puisque la et j sont 
premiers entre eux. 

La proposition est donc vraie, si elle est vraie pour une valeur 
quelconque de/c; et comme elle l'est évidemment pour une valeur 
de /.- supérieure à m, puisque les deux termes de la relation (i) se 
réduisent à zéro, elle est démontrée. 

3. Je veux maintenant tirer de la relation m = S 'f(d), que j'ai 
rappelée au commencement de cette Note, et dont je viens de 
donner une nouvelle démonstration indépendante de la formule 
qui exprime s(tfî) au moyen de ses facteurs premiers ( ( ), une dé- 
monstration de celle formule elle-même. 

M. Dedekind (Théorie des nombres de Dirichlet, p. 3g4) a. 
il est vrai, donné un théorème remarquable qui permet de ré- 
soudre ectte question. 

Ce théorème s'énonce ainsi qu'il suit : 

À(/i) désignant un nombre égal à o, si n est divisible par 
un carré, dans le cas contraire, égal à zb i suivant que le 
nombre des facteurs de n est pair ou impair, si deux fonctions 
f(m) et <}(m) sont liées par la relation suivante 

(i) /(«)=. I«K«0. 

où, dans le second membre, la sommation s'étend à tous les di- 
viseurs du nombre entier in, on a. réciproquement 

Ci) Hm =sx(j')/(rf), 

la sommation s étendant é galv.mv.nl à fous les diviseurs de m. 

De la formule ÇA), on déduiL facilement l'expression connue de 
tp(»î), mais il est à remarquer que la démonstration de cette for- 
mule, indiquée par M. Dedekind, s'appuie précisément sur cette 



(') On connaît iruutrcs d 
ulc; voir noliiuiuiuiiL Dm 
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expression ; pour éviter un cercle vicieux, il faudrait donc établir 
directement la relation (3), ce qui serait du reste facile en déve- 
loppant les coii.iid(';i'ii[i(j|].s qui suivent. 



de la for 



r obtenir l'expression de z{m }, je considérerai une série 

Soit 

6{i)af + e(a)aî'-l~e(3)*»-i-... 

son développement effectué suivant les puissances croissantes de x: 
il est clair que les coefficients d'une des séries déterminent ceux 
de l'autre; en particulier, on a évidemment 

la sommation s'étend an t à tous les diviseurs du nombre entier m. 

Supposons, en particulier, lu fonction / tellement choisie que, 

m étant décomposé en facteurs premiers, en sorte que 

m = a«6PcT..., on ail f(m)=f(a*)f(b?) La fonction/ 

reste du reste arbitraire; ainsi /(«*) et /(«*) peuvent n'avoir 
aucune relation entre elles, si c. et J sont différents; il en est de 
même de f{a a ) et /(& a ), si les facteurs a et b ne sont pas les 



Cela posé, dansées hypothèses, les différents diviseurs du nombre 
•i — a^bs" . . . étant les différents termes du produit 



( 4 ) 8(m) = [i-i-/(a) + ...- 1 -/(o«-i)]tn-/(8)+... + /(W ')].... 

S. Cette formule offre un grand nombre d'applications. 

Supposons, par exemple, que l'on ail /(«) = /( 6)= . . . — — i, 
et/{at l ) = /(6t l -)=. . .=: o, pour toutes les valeurs de u, supé- 
rieures à l'unité. On déduira évidemment de la formule (4), pour 
toute valeur de m supérieure à l' unité, 6(m)= o; on a d'ailleurs 
0(i)— i, et il est facile de voir que f(m) — ).(m), X désignant la 
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même fonction numérique dont j'ai parle ci-dessus (n° 3) {'); on 
a donc l'expression suivante, due à Mœbius (loc. cit.) : 



(5) 



6. Supposons maintenant que l'on fasse, n désignant un entier 
quelconque, 

f'a) = f(b) = ... = -!, 
f(a') = /<i») =... = -0, 
/(«*) -/(^") =...= <, 

en sorte que/fa! 1 ) soit, que! que soit le facteur «, égal à + i si [/. 
est divisible par n, égal à — i si o. est congru à -i- i suivant le 
module n, et dans tous les autres cas égal à zéro. 

De la formule (/\) il résulte que 0{m) est nul, à moins que m 
ne soît une puissance n'" 1 ** exacte, auquel cas 0(m)— i ; d'ailleurs 
/(m) est toujours égal à — i,o ou + i; on déduit de là que, quel 
que soit l'entier //., la série 



peut se mettre sons la forme 



les coefficients s étant toujours égaux à — t,o ou ~i- i, cl se déter- 
minant d'ailleurs facilement d'après ce qui précède. 

Pour n = a,ona en particulier la formule suivante, donnée par 
M. Lion ville (Journal de Math., %' série, t. II), 

7. Pour revenir à l'objet principal de cette Note, je ferai re- 



(') Cette rcimirquiiblu fonction miiriûriquc, qui se prûsctilo dans la formule t\-: 
M. Dedekiiid, a aussi été étudiée par Mœbius [Sur un nouveau mode de réver- 
sion des séries (Crelle, t. IX)], et par M. Tcb.ebich.er [Note sur différentes sé- 
ries {UouviUe, i" scÏTie, t. XVI)]. 
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marquer que, de la propriété fondamentale de la fonction o 
(7) ™ = ïî(rf), 

résulte le développement suivant : 

Posons maintenant, quel que soit le nombre premier a. 
y(n")= a"'' (« — 1); il est clair que, d'après la formule (4), on 

Hn)=a*b?...=:m et /(«)=«»->6p->...(a-i)(6-i). 

D'où, en se reportant à la formule (7), 

T (nO=a«-iW-i...(B-i)(p-i). 
Telle est l'expression que je voulais déduire de la relation (")('). 



( ' ) Depuis que «eue Nu le a été écrite, j'iii reconnu que I; proposition auribui'c 
i M. Dedekind appartenait en réalité à M. Liuuville (voir Journal de Math., 
f série, t. n, p. no). 
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PARTITION DES NOMBRES. 



Hultelin de /(< Soa'.rle iiirith<!maf.lqtie de Fro.ni. 



1. Le problème à résoudre est le suivant : Etant donnés des 
nombres entiers a, l>, ..., / et un nombre entier variable N. 
trouver le nombre des solutions en nombres entiers et positifs 

de l'équation 

N — ax -\-by +. ..-i- lu. 



Coi 



ïl'a 



Égal air coefficiei 

liiUlDi.'Ili' 



arqué Euler, le nombre Ï(N) des solutions 
. de N dans le développement de la fraction 



suivant les puissances croissantes de z. 

Je me propose ici de trouver, non pas la valeur exacte de T(N). 
mais une formule qui donne une valeur approchée de cette fonc- 
tion, l'erreur commise ayant d'ailleurs une limite fixe indépen- 
dante de la valeur de N ( ' ). 

2. Je m'appuierai sur le lemme suivant : 

Lemme. — Soit ^.--v- une fraction ratio un elle telle, que les 
racines de l'équation f(z)= o soient toutes inégales et aient 
toutes pour module V unité; si l'on développe cette fraction en 
série en suivant les puissances croissantes de s, tous les coeffi- 
cients du développement demeurent, en valeur absolue, infé- 
rieurs à une limite déterminée. 



(>) Les résultats 
qu'ils pourrai 



,Google 



1>(;) désignant la partie entière do la fraction et a, fi, - . . , -y les 
racines de l'équation /(a)=Oj le coefficient d'une puissance 
quelconque de ; dans le développement de la fraction sera de la 

yj ^ ,V a« -i- K P" -i - ... -i- T. X" . 

p désignant, s'il y a lieu, le terme provenant de ( I>. 

Le terme complémentaire Aa"-i-B[3 n + . . .+ L\" est, en vertu 
d'un théorème bien connu, inférieur à la somme des modules de ses 
différents termes et par conséquent, inférieur à A+1Î + ... + L. 

Le lemme est donc démontré. 

3. Considérons maintenant l'expression 

'("= ( .-^ t ,-' J . ) (.-,. ) ' 

décomposons cette expression en fractions simples et réunissons 
en un môme groupe 0(5) (.oul.es les fractions dont le dénomina- 
teur est une puissance supérieure à la première d'un des facteurs 
du dénominateur F(z); réunissons de même dans un groupe o(s) 
toutes les fractions qui ont l'un de ces facteurs pour dénomina- 

On aura évidemment 

et, en désignant respectivement par 0(N) et Û(N) les coefficients 
de j ,y dans les développements de 'î'(s) et de <?(;). 

T(!Y)= 6(N)-i-B(N). 

Le dénominateur de 'f(s) n'ayant que des racines simples dont 
le module est égal à l'unité, il suit du lemme énoncé plus haut 
que 6(N) reste en valeur absolue inférieur à une quantité donnée; 
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Terreur commise étant inférieure à une limite fixe indépendant' 
du nombre N. 

4. Applications. — Soit à résoudre, en nombres entiers et po- 
sitifs, l'équation ax + by = N, a et b étant deux nombres entiers 
premiers entre eux; on aura dans ce cas 



F(-) = 



(,_,.)(,_,•) 



•■•>" ai (■-«)■' 



et par suite, en négligeant la quantité constante —?> ce qui est per- 
mis en égard à l'approximation que l'on veut obtenir, 



T(N) = 






C'est la formule donnée par Paoli, et l'on sait, dans ce cas, que 
l'erreur est moindre que l'unité. 
Soit encore à résoudre l'équation 

a, b et c étant trois nombres premiers entre eux. 
On aura dans ce cas 

*(*)= ~^bc (i — s? H ~ïâbc ~(~—~z?-'' 

d'où, en négligeant une quantité constante, ce qui est permis vu 
l'approximation que l'on veut obtenir. 
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suit 

LE CALCUL DES SYSTÈMES LINÉAIRES, 

EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A H. HERMITE. 
Extrait du Journal de l'Ecole l'nlylechniqiic, LMi" Cahier. 



J'appelle, suivant l'usage habituel, système linéaire, le tableau 
des coefficients d'un système de a équations linéaires h n incon- 
nues. Un tel système sera dit système linéaire d'ordre n et, 
sauf une exception dont je parlerai plus loin, je le représenterai 
toujours par une seule lettre majuscule, réservant les lettres 
minuscules pour désigner spécialement les éléments du système 
linéaire. 

Ainsi, par exemple, le système linéaire 



sera représenté par la seule leilre majuscule A. Dans tout ce qui 
suit, je considérerai ces lettres majuscules représentant les sys- 
tèmes linéaires comme de véritables quantités, soumises à toutes 
les opérations algébriques. Le sens des diverses opérations sera 
fixé ainsi qu'il suit. 

Addition et soustraction. — - Soient deux systèmes de même 
ordre A et B; concevons que l'on forme un troisième système en 
faisant la somme algébrique des éléments correspondants dans 
chacun des deux premiers systèmes. Le système résultant sera dit 
la somme des systèmes A et B, et si on te désigne par G, on expri- 
mera le mode de relation qui le rallaelie aux systèmes A cl B par 
l'équation C = A -+- B. Si, par exemple, on a 
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La soustraction sera évidemment définie d'une manière sem- 
blable. 

Multiplication. — Soient deux systèmes de môme ordre A et 
B ; si on les compose suivant la règle ordinaire, on obtiendra un 
troisième système que je définirai comme étant le produit de A 
par B; si l'on désigne ce système par C, le mode de relation ainsi 
défini sera exprimé par la relation 

C = AB. 
Ainsi, si l'on prend 



ca +rf V cp + dp 

L'ordre dans lequel on effectue une multiplication n'est pas, 
comme on le sait, indifférent, et il faudra toujours bien distinguer 
l'ordre dans lequel on doit prendre les facteurs. Je dirai que la 
quantité A est multipliée à droite par le facteur B quand le pro- 
duit sera AB, et qu'elle est multipliée à gauche par B quand le 
produit sera BA. La définition de la multiplication indique le sens 
qu'il faut attacher aux notations A" et B" et à la dénomination de 
puissances entières d'un système linéaire. 

Quand deux systèmes seront tels, que leur produit ne change 
pas en intervertissant l'ordre des facteurs, je dirai que ces deux 
systèmes sont permutables. Pour éviter toute ambiguïté, je n'em- 
ploierai pas en général le signe de la division. Soit en effet un 
système X défini par la relation 



dans le second membre, ta division doit i 



droite ou à gauche. Cette are 



impuni, 
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que dans le cas où les deux systèmes A. et ii seront permutables ; 
el, dans ce cas seul, j'emploierai le signe de la division. Il résulte 
de ce qui précède que l'on peut appliquer aux systèmes linéaires 
les règles de calcul ordinaires de l'addition, de la soustraction, de 
la multiplication el de l'élévation aux puissances, sauf un seul 
point, à savoir que l'ordre des facteurs dans un produit ne peut 
être en général interverti. 

Systèmes simples. — Une sorte de systèmes doit être particu- 
lièrement remarquée; ce sont ceux où tous les éléments, contenus 
daus îa diagonale décrite de gauche à droite en descendant, sont 
égaux, tous les autres éléments étant nuls. Tel serait le système 
du deuxième ordre 

k o 

Par exception au principe posé précédemment, je le représenterai 
simplement par la lettre minuscule désignant la valeur commune 
des éléments de la diagonale. Les raisons de cette exception sont : 



peut toujours se permuter dans la multiplication avec un autre 
système quelconque, en sorte que l'on a toujours mA=Am, ce 
qui permet de placer les systèmes simples multiplicateurs en tète 
d'un produit comme de véritables coeflieienl.s ; 2" que multiplier 
un système A. par un système simple m revient à multiplier tous 
les éléments de À par le nombre m. 

Systèmes inverses. — Etant donné un système 

a b c 
A = «' b' c\ 

a" b" c" 



j'appelle! 
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ctje Je désignerai par la notation A,. Un système et son inverse 
sont symétriques par rapport à la diagonale. L'inverse d'une 
somme, d'un produit s'obtiendra en appliquant les deux règles 
exprimées pur les équations suivantes 

(A + B-i-C+...-f-L)i = (A, +BiH-...+ L,), 
(ABC ... KL)! = LjK, ... Cilî,A,. 

J'appellerai symétrique tout système égal à son inverse, en 
sorte qu'un système symétrique quelconque A satisfera à l'équa- 



J 'appellerai système gauche tout système égal et de signe eon- 
traire à son inverse, en sorte qu'un système gauche quelconque B 
satisfera à l'équation 

B-t-B, = o. 

Systèmes réciproques. — Liant donné un système quelconque 
À, le système de même ordre formé avec les déterminants mineurs 
de première espèce sera dit système réciproque de A, et je le 
désignerai par la notation A„. Par exemple, si 



Le réciproque d'un produit s'obtiendra en appliquant la règle 
contenue dans la formule suivante 

(ABC... KL) = L K„ ... C B„A o , 

Une remarque presque évidente, c'est que les opérations indi- 
quées par les indices i et o peuvent s'inverser sans que le résultat 
en soit changé, en sorte que l'on a 



A m = A 01 , = A„; 
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A étant un système quelconque, A son réciproque, et a 
terminant, on aura toujours la relation 



dans celte relation, il est clair que a ne désigne 



Je noterai ici les formules suivantes, qui sont d'un usage conti- 
nua dans le calcul des systèmes linéaires. A désignant un système 
l'ordre // et a son déterminant, on aura 



et le déterminant de A„ sera a" '. En outre, 
simple, son déterminant sera m" et l'on aura 



l'Jqualions linéaires. — J'appelle équation linéaire toute rela- 
tion entre des systèmes linéaires, ces systèmes pouvant d'ailleurs 
y entrer par eux-mêmes ou par leurs inverses ou par leurs réci- 
proques. Soil une équation linéaire 

A = B ; 

il est clair qu'on pourra ajouter aux deux membres de l'équation 
un même système linéaire, les élever à une même puissance en- 
tière, les multiplier à droite ou à gauche par un inème système 
linéaire, sans que l'égalité des deux membres soit troublée. De 
l'équation A = li, on déduira aussi 

A, = B t , A<, = B D . 

On peut même diviser à droite on à gauche les deux membres 
d'une équation par un même facteur, si le déterminant de ce fac- 
teur n'est pas nul. En effet, soient 

AH = BU et HH„ = li , 
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k étant par hypothèse différent de zéro ; de la relation primitive 
un déduit 

A.IIH D = ISIIII,,, 
ou bien 

A A - B/i 
et, par conséquent, 

A =B. 

Résoudre une équalion linéaire ou un système d'équations li- 
néaires, c'est trouver l'expression du système inconnu en fonc- 
tion des systèmes connus. Quand on pourra le faire, l'inconnue X 
sera donnée par i\ne relation de la forme 



et elle sera généralement déterminée, à moins que les détermi- 
nants de A el de B ne soient nuls simultanément, auquel cas X 
sera indéterminé ou du moins affectera la forme de l'indéter- 



/Cf/uation aux d/'lerminanls. — - lue équation linéaire lient 
lien en général de /'-équations cuire les éléments de ces systèmes. 
Parmi les diverses équations que l'on peut obtenir en combinant 
ensemble ces ii- équations, la plus importante est. l'équation 
aux. déterminants. Elle s'obtient en égalant entre eux les déter- 
minants des deux membres de l'éqoalion ; en sorte que si A = li 
est l'équation considérée, et si en général oit désigne par VM le 
déterminant d'un système quelconque M, l'équation aux détermi- 
nants sera 



, par un théorème connu, 
Ï"(A.BC...) = VA.TB.TC. 



Dans le calcul des systèmes linéaires, on a très souvent besoin 
de calculer le réciproque ou le déterminant d'une fonction de 
systèmes linéaires donnés; il est très important, quand on le peut, 
d'effectuer le calcul, sans être obligé de recourir aux éléments 
des systèmes. Te donnerai dans la suite plusieurs exemples des 
procédés que l'on peut employer, procédés que du reste l'examen 
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des questions particulières à résoudre fournil presque toujours 
facilement. Au sujet des équations linéaires, je ferai observer 
qu'une équation est nécessairement liomo^ène en ordre, c'est-à-dire 
que tous les systèmes qui y entrent doivent être du même ordre. 
Ainsi, dans l'équation 



il est clair que À représente un système simple d 'ordre «, sï A et li 
sont d'ordre n. On voit par là que la notation adoptée pour les 
systèmes simples ne peut jamais donner lieu à aucune ambiguïté. 
Ainsi, on supposant que le déterminant de A + BÀ soit »().), on 
aura l'équation 

V(A + B).)= o(l), 

ol il est évident, sans qu'il y ait ambiguïté, que dans le premier 
membre, si A et H sont du troisième ordre. À représente le système 

simple 



taudis que dans le second il désigne simplement le nombre /. 

Avant de terminer ce qui est relatif aux notations et aux défi- 
nitions, je ferai encore les remarques suivantes. 

Le système 



ù tous les éléments sont nuls, excepté le ] 
[ans ce qui suit, représenté par £!. 
Un système du n"""' ordre 



où toutes les lignes, excepté ta première, ne renferment que des 
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éléments nuls, sera désigné par la nolatk 

(tri n ... ».), 

et par conséquent la notation 

(i-i *, ... *.) 
désignera le système 



En sorte que si, par exemple, en a 

/- naj'-t-aôasj'-t-cj», 
cette relation, qui est équivalente à 



pnarn 



: y a b » a 



»/-(»,rt'(».7)i 



t " = A. 



en posant , 



Q/ = XiAX, 
en posant (x,y) = X. 



SoitA un système linéaire d'ordre n ; je ne considérerai dans ce 
qui suit (|iie des systèmes pouvant s'exprimer au moyen seule- 
ment de À et de systèmes simples. (Ceux-ci, en effet, se compor- 
tent comme de véritables nombres, en donnant ici le nom de 
nombre, indépendamment du toute idée ariilmiéiirpic-, aux quan- 
tités ordinaires, et réservant la dénomination de quantités aux 
systèmes linéaires proprement dits.) Je désignerai en général une 
telle fonction numérique de A par la notation/(A) ; une fonction 
entière de A sera de la forme 
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a, !î, v, ..., o désignant des systèmes simples. Cela pose 
désigne un système d'ordre », et si l'on a 

i(A-).) = <?(*), 

je dis que l'on aura identiquement 

? <A) = o. 
Ainsi, soit 



on devra donc avoir 

A' — (a -+- d) A -+- ad — be = a, 

et, en effet, on a identiquement 

rt' + k !>(a-hd)_ a b ad — bc o 

cO + rf) <P + ôc *." + " , ( . d ■" ad-bc °' 

En général, si (/désigne le déterminant (.l'un système À. d'ordre «, 
on aura 

\(\-l) = d-ml h- /.X* -§-... -h (-[)">■"; 



On remarquera, ee qui est utile dans les applications au point 
de vue arithmétique, que dans celte équation le coefficient de 
A" est toujours l'unité. Multiplions l'équation (i) par A n (à 
gauche ou à droite indifféremment), il viendra, en remarquant 
queAA = rf, 

d\»-i — »rfA«-»... zpmd±dX„ = o, 



Quoique la démonstration de cette formule suppose d différent 
de zéro, il est clair qu'elle subsiste même quand d. est nul. 
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Dos équations (i) et (\>), il résulte f[iie tonte fonction numé- 
rique entière de A (et aussi de A et de A„) peut se réduire à un 
polynôme où A ne dépasse pas le degré (n — i). Soil/(A)une 
Lelle fonction; proposons-nous de calculer son déterminant. 

Désignons par a, fi, y, . . . , r b les racines de V équation numé- 
rique ordinaire /(À) = o, en sorte que l'on ait identiquement 

/<X) = a(X-«)U-P)...a-T,). 

Il est facile de voir que l'on aura identiquement 

(3) /(A) = fl(A-a)(A-3)...(A-r,); 

en effet, la différence entre les deux membres de cette équation 
sera un polynôme en A de degré (n — i) au plus. Or, en général, 
l'équation (i) est irréductible, c'est-à-dire que A ne peut satis- 
faire à aucune équation linéaire de degré moindre; donc la dif- 
férence précitée est nulle; et cette conclusion subsiste évidemment 
même dans le cas où A satisferait à une équation d'un degré infé- 
rieur à n. Prenons maintenant l'équation aux déterminants de 
l'équation (3), il viendra 

ç/(A)=:a»7(A-«].T(ff-p...T(A-T l ) = a- T («) T {P)... ? (T l ). 

Le déterminant de /(A) ne diffère donc pas de la résultante des 
équations a (x) = o elf(x) = o ; en appelant p cette résultante, 
nous aurons donc 

T/(A) = p. 

Cherchons maintenant le réciproque de /(A) ; on a, d'après ce 
qui précède, 

[/(A)],./(A)=p, d'où [/(A)],= 7T ^; 

pour obtenir le réciproque dc/(À), il suffira donc de diviser o par 
/(A), la division, en tenant compte de la relation identique 
s(A) = o, devra se faire exactement, et le quotient donnera la 
valeur du réciproque cherché. En particulier, cherchons (A — p), 

on aura 
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(A-p).= 



A— p 



quantité i':vidnmmciiL entière. Je remarquerai ici qui; celle (1er- 

Te cite ce cas particulier, parce qu'il est d'une application fréquente 
dans la ihéorie des formes binaires. 

On a eu effel ce principe bien simple, mais d'une grande im- 
portance : si le déterminant d'un système lî est. nul, \) a esldécom- 
posable en deux facteurs, l'un de la forme (a, b, c, .... m), et 
l'autre de la forme (a, j3, y, . . ., a). Par exemple, si 



Il suit de là que, A étant un système linéaire quelconque et À ui 
racine de l'équation 

\(\-A)-.0, 

(À — ),)„ sera déeomposabledc la façon indiquée. On pourra dot 
toujours trouver en général a fonctions entières de A, 

m-i-pA-ï-qA 3 + ...-:- s.\"-i, 
telles, que l'on ait identiquement 
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Je dis en général, car il peut se faire que le système A satis- 
fasse à une équation <i(A) = o d'un degré inférieur à «, et qu'en 
vertu de cette équation le polynôme (A — Â) soit identiquement 
nui, auquel cas la décomposition correspondant à la racine À 
n'offre plus de sens. 

Au sujet de ce mode de décomposition, je ferai encore la re- 
marque suivante, dont l'application se présente très souvent. Si 
A désigne un système linéaire quelconque et %, [ï deux racines de 
l'équation 



ide: 



xV(A-p) = 



Pour plus de simplicité, supposons que A soit du troisième ordre 
et soient a, fj, y les trois racines de l'équation 

P(A-X) = o. 

Ou aura, d'après ce qui précède, 

CA-k), = (A-P)(A- T ) et (A-;j), > = (.\-x)(.Y--y>. 

d'où 

(A-«),(A-3), = [(A-«)(A-pï(A- T )](A- 7 >. 

Or la quantité entre crochets est identiquement nulle. Cette dé- 
monstration est évidemment générale. Soient maintenant ),; et ïj 
deux racines quelconques de l'équation V( A — À) -= o, et suppo- 
sons que l'on ait 



de la rel; 
on déduit 



(A-X,)„ = (a| 1 6i,ei,...)(«(i,P 
(A-X() - (A-*,),= 

Ziaj+fiibj-i-YiCj -+-... 



Celte relation, ainsi que d'autres que l'on peut trouver f 
ment entre les éléments (a, t, c, ...) et (a, [ï, y, ...), Lrouvi 
nombreuses applications dans k théorie des formes. 
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.l'ai montré qu'un système linéaire quelconque A. satisfait tou- 
jours à une équation d'un degré égal à celui de son ordre; mais 
il peut se faire qu'il satisfasse à une équation d'un degré moindre ; 
dans tous les cas, il y aura une équation irréductible d'un certain 
degré, m par exemple, auquel il satisfera. Par conséquent, toute 
fonction entière de A pourra se mettre sous la forme d'un poly- 
nôme en A du degré (m— i) au plus, et cela d'une seule 
manière. 

Il en sera de même, en général, de toute fonction rationnelle 
de A, c'est-à-dire de toute l'onction satisfaisant à une équation de 
la forme 

/(A).X.0(A) = <KA); 
car de là on tire 

5 ° w ,'. ni ii 'W-«-'""-"i" 

expression qui, si X est déterminée, sera aussi un polynôme 
entier en A. Cette forme, sous laquelle on peut réduire toute 
fonction rationnelle d'un système, sera dite la forme canonique 
de cette fonction. 

En terminant les considérations tes plus générales relatives aux 
systèmes linéaires, je ferai la remarque importante qui suit : Un 
produit de facteurs linéaires peut être nul sans qu'aucun des fac- 
teurs le suit. Mais si l'on a, par exemple, 

AB = o , 

et qu'aucun des facteurs A et M ne soit nul, on devra avoir 

V(A) = o ci V(!i) = o, 

car, pour fixer les idées, si V( A) n'était pas nul, en multipliant à 
gauche l'équation donnée par A u , on en déduirait 



et, par conséquent, l> ^ o. De là suit encore que, si l'on a AU = o, 
et si V(A) est différent de zéro, on doit avoir ii = o. 
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J'appelle fonction de Jeux systèmes linéaires tout système qui 
peut s'exprimer au moyen de deux systèmes donnés de même 
ordre et de systèmes simples. Ces deux systèmes étant A el B, je 
désignerai nue telle fonction parla nota!ion/(A, B). Pour l'in- 
stant et pour ne pas entrer dans de trop longs développements, je 
me bornerai à considérer dos systèmes du deuxième ordre. Soient 
donc A et B deux, tels systèmes, a et b leurs déierminants. A el B 
satisferont aux deux équalions suivantes : 

(..) I!»— piî-*-& = o; 



| A + A.. 

1 li ■+■ B. - 



Dans le cas oi. les systèmes A et B sonl du deux 
toujours 



;aiit donc 



on au] 



(A-t-B)„ = A„-t-li ; 
V(A+- Bj = «+ w + ô, 
(A + B„)(A + lî) - a^ w + l> 
on, eu développant, 

A„ A -- A„B -:-!{„ A - r B„B = « + n>-4-6; 



Remplaçons dans celle équation A cL B» par leurs valeurs tin 
de i (ils), il viendra 

AB + ISA = aB + ?A + rv, 
d'où enfin 

Au moi en des Ajualions (i), (-..) cl (3) toute fonction entière 
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A el de \i pourra se mettre sous la forme 

,„ -i-pX + qll-i-rMl, 

el même (ce qui est utile dans beaucoup d'applications), si les 
coefficients dans la fonction donnée sont entiers, m, p, q, r seront 
aussi entiers. Quand une fonction de deux variables A et lî sera 
ainsi réduite à la forme ci-dessus, je dirai qu'elle est réduite à sa 
forme canonique. En général (sauf quelques cas très particu- 
liers), une fonction donnée ne pourra se mettre que' d'une seule 
manière sous la forme canonique. Une fois mise sous cette forme, 
il sera très facile de calculer son déterminant. Pour cela, il suffit 
de poser 

(.V— X-hpX-hqti-hrkB) = \* -t- <ak -h ty , 

où s et i désignent des fonctions inconnues de p, q, r. De là on 
déduit 

</,\ -hqB-t- rAB)i + (j>\ -+- qB ■+- r.\lî) ? -+- i = o. 

Cette équation devant devenir identique quand en réduit le pre- 
mier membre à sa forme canonique, on obtiendra facilement la 
valeur de (p, i, et par suite le déterminant cherché. 

Eu comparant avec la théorie des quaternions la théorie des 
systèmes de la forme 

,+j-A + sB + bAB, 

où A. et 13 désignent deux systèmes quelconques du deuxième 
ordre assujettis aux relations (i), (•>.) et (3), on remarquera l'ana- 
logie qui existe entre ces deux théories. Le calcul des systèmes 
linéaires donne ainsi une interprétation simple et pour ainsi dire 
arithmétique des imaginaires ordinaires, des qrialernions, des clefs 
algébriques de Cauchy, des imaginaires congrue n lie! les de Galois. 
Si la subsl ilutiou des systèmes linéaires à la place des symboles 
ne me parait pas devoir être avantageuse pour le calcul, cepen- 
dant la notion des systèmes linéaires me parait bien plus précise, 
et, par cette précision même, elle permet de développer et d'ap- 
profondir bien des points que le calcul purement symbolique ne 
saurait atteindre. L'exemple suivant fera peut-être mieux saisir 
ma pensée, en montrant quels points de contact el quelles diffé- 
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renées il existe entre le calcul des systèmes linéaires et le calcul 
des symboles. 

Soît un nombre premier /j ; imaginons tous les systèmes d'ordre 
», dans lesquels les éléments sont les nombres entiers inférieurs 
à p ou zéro. Ces systèmes, en mettant zéro de cûté, seront évi- 
demment au nombre de /?"' -1 ; nous les appellerons les résidus 
de p d'ordre n. Représentons pary(X) une (onction numérique 
entière d'une variable X d'ordre n , et cherchons les solutions 
entières de la congruence /(X) = o (rnod./i). Les diverses so- 
lutions devront évidemment se trouver parmi les/?"'^ 1 résidus de 
p. Cela posé, pour résoudre complètement la question, les trois 
problèmes suivants seront à résoudre : 

i" En séparant les racines qui sont des systèmes simples, dis- 
tribuer les autres racines en groupes tels que, dans chaque groupe 
deux, racines soient permutai) les (suivant le module/») ; 

a" Dans chaque groupe étudier les relations qui lient entre 
elles les racines de ce groupe ; 

3° Étudier les rapports des différents groupes entre eux. 

La théorie de Galois répond précisément au second de ces pro- 
blèmes, mais laisse complètement intact le troisième. 

Ce qui précède suffit pour donner une idée de ce que serait 
une étude complète des fonctions de deux systèmes linéaires d'un 
ordre quelconque. 

On voit de suite qu'une pareille fonction doit pouvoir s'expri- 
mer au moyen d'un nombre limité d'expressions telles que 
A/B/A*B*. . . . Car si nous supposons 



/(A,B) = 2' 



X'IUA''.. 



il est évident que dans ce développement, n étant de l'ordre des 
systèmes, on pourra faire en sorte que A et B n'y entrent qu'avec 
des exposants inférieurs à h; en outre, si l'on considère un grou- 
pement quelconque 



.Vlï-'.V. 



ourra pas se trouver répété plus de (n — i) Ibis de suite. 
i qu'il soit nécessaire d'entrer dans plus de détails, il i 
d'une fonction entière /(A, B) pourra toujours se metl 
ne forme ne contenant qu'un nombre limite de termes. 
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elle ne peut être mise sons celte forme que d'une seule manière, 
nous dirons f|iie/(A, B) est réduite à sa forme canonique; et si 
une fonction de A et deli, mise sous sa forme canonique, est nulle, 
tous les coefficients des divers systèmes linéaires qui y enlrcronl 
seront nuls. 11 est clair que celte notion de forme canonique peut 
s'étendre aux fonctions de trois ou d'un plus grand nombre de 
systèmes linéaires. Deux problèmes généraux se présentent alors : 

i" Étant donnée la fonction la plus générale d'un nombre quel- 
conque de systèmes, la réduire à sa forme canonique; 

2° Étant donnée la fonction !a plus générale d'un nombre 
quelconque de systèmes linéaires, trouver son déterminant et le 
système réciproque. 

La solution de ees problèmes, dont le second dépend néces- 
sairement du premier, est d'un 1res grand intérêt dans îe calcul 
des systèmes linéaires; j'espère en montrer plus tard d'intéressantes 
applications dans la théorie des formes binaires. 



Je termine ici ces considérations préliminaires, que l'on trou- 
vera peut-être un peu longues, mais qui étaient nécessaires pour 
me permettre d'exposer, d'une façon suffisamment claire, les di- 
verses applications que j'ai faites du calcul des systèmes linéaires. 
J'exposerai d'abord sous quel point de vue je considère !a théorie 
des formes quadratiques. Soit /(x, x-, x„) une forme quadra- 
tique à n variables; posons 



4L 



- Mi H 
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qui est évidemment symétrique, sera d!l représenter la fonr 
f{x i ,x i ,...,x a ). En sorte que toute forme quadratique à 

variables sera représentée par un s\stème symétrique d'ordre n 
réciproquement, ee système dé ter ruinera complètement la formi 
Soit A le système représentatif de la forme /(#,, x-,, . . . , x„) i 



[«) 0/(a- i * i ...) = X 1 AX. 

Te représenterai 1res souvent la (orme f {■'■', ^ x,, . . . , ,r„) par la 
notation /(X); celte notation, qui ne peut donner lien à aucune 
ambiguïté, permet d'écrire avec simplicité des formules qui au- 
trement seraient très compliquées. Soil. par exemple, une forme 
binaire/^, j); en posanl 



je désignerai simplement /(x, y) par /(S.); supposons que les 
variables x t\.y prennent les valeurs suivantes : 



la forme /(ax + '-'jv -h Z, yjJ -I- '\Y 4- ?,) sera simplement repré- 
sentée par/{H,X + a). 

De l'équation (a) résulte immédiatement la proposition sui- 
vante qui, du reste, a élé donnée explicitement par Eisenstein (') : 
si une forme f(x u x. : ,...), représentée par le système A, se 
change par une substitution H en la forme g(x,, x-,, . . .) repré- 

(') Xeue Théorème ron hohcr/i Ariihmeiih. 
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(il H,AH = B. 

Celte équation el la remarque suivante, à savoir que, si une 
forme est représentée par un système A, sou adjointe est repré- 
sentée par le système réciproque A , sont les bases de toute In 
théorie des formes quadratiques. Je n'en déduirai pas toutes les 
conséquences, je n'aurai qu'à refaire une théorie bien connue; je 
me contenterai d'en montrer l'application à quelques questions 
particulières. J'examinerai d'abord la question de ta composi- 
tion des formes en revenant sur un problème déjà résolu par 
Gau^s. 

Soient deux formes binaires g et h, proposons-nous de trouver 
une forme binaire/ composée des deux premières. Soient A, lî, C 
les systèmes linéaires représentatifs des formes/, g, g' et soient 
y,, p, y leurs déterminants. Il est clair, d'après la notion même 
d'une forme composée, que la forme/doit èlre telle, qu'en dési- 
gnant par R un système linéaire du premier degré en x etjfi on 
ait identiquement 

11, VR = g(r,jy)G; 

d'où Ton déduit, en désignant par r le déterminant de 11, 



de là on déduit encore 

*'± A = R 10 CR„. 

Posons 

lî„ = 11 '' " -i- K " '' , 
y « « y 

II et K. désignant des systèmes linéaires indéterminés; on de 

.ah 
avoir, en écrivant A= -, 

= J H, -t- K, G H -:- K , 

SjOojc \o o ,r y 'J \ y o o y) 
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ce qui, en effectuant le développement, fournit les quatre équa- 
tions suivantes : 



En se reportant à la formule («), il est facile de voir que les 
quatre équations ci-dessus peuvent être remplacées par les trois 



(?) l?B = HiCH, J-:B = K,CK ; 
Des deux premières on déduit 

l 1SH„ = H,C 1 



( BK i = K,G J\- 



Or, je dis qu'il suffit de trouver des systèmes II et K satisfai- 
sant ans équations (a); en effet, ces systèmes trouvés, si l'on 
porte dans les équations (£) les valeurs de H,C et de K,C virées 
des équations («), on trouvera, en écrivant V.H = /*., V. K = /., 

(•; ) a - h-j. ifft, c - /;-£ iffi, %b = -^L-(H K -t- K H). 

Vf? 

Comme les systèmes M et K sont du deuxième ordre, la quantité 

(H Kh-K„H) 

se réduit a un simple nombre; les formules (y) donneront donc 
les coefficients cherchés de la forme y (a:, y). 

On voit que toute la question est ramenée à trouver des sys- 
tèmes H et K. satisfaisant aux équations (a). Voici la méthode 
que l'on peut employer à cet égard. Soit, en général, à résoudre 

(S) BH„ = !/-■ H, C ; 
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H = CJ',- XP fl, 

indéterminée. On aura 

H„- p 10 — XB P, H, = PG„ — À15I J ,„: 
par suite, 

BH„ = BP 10 C-fPP, H,C = yP — XBP 10 C; 

éliminons BP 10 C, il viendra 

XBHo-t- II 1 C = (- I '— X»P)P. 
Si donc on choisit la constante X, de telle sorte que X = l/Ï t 

BH„ =!/-■ U,C; 

la valeur donnée de H suffira à l'équation (o), quel que soit le 
système arbitraire P. l-a question proposée est complètement 
résolue; il y aurait quelques remarques à ajouter et quelques res- 
trictions à faire si l'on voulait que les nombres «, b, C fussent 
entiers. Je laisserai de côté celte recherche, d'ailleurs facile; mon 
seul but a été de montrer de quelle manière simple et naturelle 
l'emploi des systèmes linéaires fournissait, et dans ses moindres 
détails, la belle solution donnée par Gauss dans ses Disquisi- 
tiones (§ CCXXXVI). 

J'en viens maintenant à une question plus importante, celle 
de la transformation des formes d'un nombre quelconque de 
variables. 

Dans tout ce qui suit, j'appellerai toujours déterminant d'une 
forme le déterminant du système linéaire qui la représente. C'est, 
au signe près, la définition de Gauss. Ceci posé, soient f et ç 
deux formes transformables l'une dans l'autre par une substitu- 
tion H, et soient A et B les deux systèmes qui les représentent 
respectivement. On aura l'équation 

(i) H,AI1 = B: 

et, en appelant a, b. v, les déterminants des systèmes A, lï, H, 
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■/, sera connu au signe près parla relation ai,-. = b. Je supposer 
du reste a. et b différents de zéro. Posons 

(■;) II, A — AU = V, 

on en déduira, A étant symétrique, 

V, = AH- H, A, 
d'où 

V-t-V, =o; 

Vest donc un système gauche ne contenant que = \j. cl 

ments, que je désignerai par x, , x.., . - ■ , x v ,. 

Le système H satisfera en outre à une équation du degré n, 



contenant (n — 1) coefficients z, , z--, . . . , z„_., . La solution pro- 
posée consiste à prendre pour inconnues auxiliaires les ;j. -f- a — i 
quantités x,, x-,, . . -, x^, z ,, ...,;„_., et à exprimer H au moyen 
de ces quantités. A cet effet, soit y(H) — o l'équation à laquelle 
satisfait H; multiplions à droite les deux membres de l'équation (2) 
par II, il viendra, en remarquant que II, AH = 13. 

B — AH*=VH; 

et en multipliant à gauelie celle dernière relation par A u . 
A„B — off = A VH. 
Posons, pour abréger, 

" ! = T - ¥ = «• 

nous obtiendrons 

(3) 1 1 ^ = _ UH +T. 

Cette équation, jointe à la relation cp(H)=o, permettra 
d'éliminer successivement de cette dernière les puissances de H 
supérieures à la première; en sorte que l'on obtiendra II exprimé 
au moyen de T, U et des inconnues auxiliaires z, , s 3 , . . . , s a _,. 
Les nombres ; et les nombres x ne seront pas d'ailleurs indepen- 
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dants, mais devront satisfaire à certaines équations algébriques 
que fournira la méthode. précédente. 

Appliquons la méthode qui précède à la transformation d'une 
forme en elle-même. L'équation à résoudre sera dans ce cas 

(î) H,AH = A. 

Je remarquerai d'abord que l'équation en / 

a toutes ses racines réciproques. On a, en cffel, évidemment la 
série d'idenliLcs suivante : 

V(H, — X)V(AH) = V(H,AH — A AH) = V(A - X Ail ) = VA .V(i — XII). 

Or, 

V(H, -À) =V(I1 — X); 

la relation précédente pourra donc s'écrire ainsi : 

V(II -X)V(AH) = Y(A)Y(r — XH), 

et il en résulleque, si l'équation V(li — ),) — o esl satisfaite pour 

À=3, elle sera aussi satisfaite pour X = -; c'est ce qu'il fallait 

démontrer. Par soi se, on voit que l'équation p(H) = o, à laquelle 

satisfait II, ne contiendra que ^—^-coefficients indéterminés si n 

est impair et - si n est pair. Dans tous les cas, appelons ;,, 

z-î, . ■ . , ; v ces coefficients. En posant comme ci-dessus 

H,A — AH = V,, 
on en déduira 



lation où, pour abréger, j'ai poséT = A„V. Elle fait voir que H 
t une fonction enliùre de T, et par conséquent de la forme 



Les coefficients x, jî, y, . . . peuveni 
dans le polynôme 
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posons 

H=/(T*)4-T^tTi). 

Des relations évidentes 

Ti A = ~ VA, A = - Va = - A.A V = - AT, 
T] A -AT'..,, T\ = — AT'... , 

on déduit sans peine que l'on aura 

/(T'f)A = A/T», <KT,)T, A = -ÀTi^T*). 

On aura donc 

H,A = A[/(T>)_T*(Ti)] et H.AH = A[/»(T')-T^'(T^)]. 

La condition nécessaire et sulli.sanie pour que H transforme 
en elle-même la forme proposée sera obtenue en exprimant que 
f-(T ù ) — T î i ï (T 2 ) se réduit à i en tenant compte de l'équa- 
tion ^(T) = o, à laquelle satisfait le système T, et II sera 
exprimé de cette façon en fonction de V et des coefficients z, , 
z at . . . , z v . 

La formule ainsi obtenue donnerait toujours des solutions, 
mais elle serait trop générale en ce sens qu'elle donnerait plu- 
sieurs fois la même solution. Il faut encore exprimer que l'on a 

H,A — Ail =V; 

or, des formules données ci-dessus, il résulte 

V=H,A— AH = A[/{T*) — TiKT»)— /(T«) — T^(T«)]; 

d'où l'on déduit 



La forme sous laquelle H peut se mettre est donc celle-ci (sauf 
le cas où l'on a H- = i , et par conséquent V= 0, auquel cas il 
faut modifier un peu la méthode précédente) 

T 
H--— +/{T'j, 
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/(ï 2 ) désignant une fonction paire de ï satisfaisant à l'équation 

Je vais déduire de celte formule une propriété commune à 
toutes les formes d'un nombre impair de variables, et que 
M. Ilcrmile a signalée pour le cas de trois variables. Dans ce cas, 
on le sait, le déterminant de V est nul, et par conséquent celui de 
T l'est également. T pourra se mettre sous la forme 

T. =>(»!, H , «„)(*>„ Cl,...,*.), 

et l'on aura 

T.(«,,«, «,) = o. 

Or, la valeur de H est 

II -7^1 — — -i-«TîH--fT*... , 

le premier terme étant ± i, car pour V=o la formule doit se 
réduire à H = rb ï . 

Multiplions à droite les deux membres do cette équation par 
(«!,«!,.. ., u n ), il viendra, en remarquant que 

T.(«1,B« « n ) = o, 

Il suit de là une la fonction du premier degré 



se reproduit, ou du moins ne fait que changer de signe quand ou 
la transforme par la substitution II. 

Je vais maintenant reprendre la solution donnée et l'appliquer 
avec plus de détails aux formes quadratiques à trois variables. 

Soit une l'orme f(œ,y,z), représentée parle système A; on 
voit facilement que si l'on pose 



V(A + IV) = <M 
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2/fi ALoiBitE. 

en représentant par d le déterminant fie Ja forme/, et écrivant, 
pour abréger, /au lieu de/(x,y, s). On aura donc 

V(A V— X)= — X» — \df. 

et le système A„V=Ï satisfera à l'équation 

(6) T'-hd/T^o. 

On peut supposer le déterminant de la substitution II égal à i, 
sans nuire à la généralité de la solution ; car, de celle façon, on 
obtiendra toutes les transformations propres , et les transfor- 
mations impropres s'en déduiront en prenant les premières en 
signe contraire. Ce système H satisfera ainsi à une équation de 
la forme 

(;) H* — (eH* + <vH — 1 = 0. 

Posons maintenant 

11, A — .VU =V= ~a a t. 



,a relation qui doit exister entre les inconnues auxiliaires te, 
■,y, s s'obtiendra facilement en remarquant que l'on a iden- 



(II, — >,)A(II + â) = HiAH + X(HiA- AH) — 1»A = (i— X«) A h- iV, 

d'oii l'on lire, en prenant l'équation aux déterminants et en 
ayant égard à l'équation (w) et à l'équation (7), qui donne 
V(H — 1) = 1 — la- + À a <v — 1", 

= rf(i-^) 3 + Xî(i-X«)/. 

En développant les deux membres de cette égalité, on trouvera 
qu'elle est satisfaite si l'on prend / de telle sorte que l'on ait 
/= d(?> ■+- 2 iv — w-), ou, en posant ip 4- 1 = u, 

(S) f(x,y,z) = du(\-a). 

Maintenant de l'équation H, A .— AH = V on déduit 

VII = A, AH — AH' = A(i — Ii ? ), 
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a- où 

A VII = ( /([ - H») et A„V = T = rf(H„- H), 
ou enfin 

Nous déduirons la valeur de II des équations (7) et (£). De 
l'équation (j) on déduit 

Ht — wH + w-H^o, H — w + wH,- HJ =0; 

cl de l'équation (?) 



En éliminant H-, H* et H entre les équations précédente 
11. .ut ■ t, 

T T 5 



:ffer, u = <i 



relation où comme ci-dessus on a posé, poui 

Telle est la l'orme sous laquelle se présente la solution générale 

du problème; M faut y joindre la relation 

(8) /(*,?,*) = daU-u). 

On pourra du reste s'assurer a posteriori qu'en tenant compte 
de l'équation T 3 + «/T = o cl de la relation (8), la formule (A) 
satisfait toujours au problème. 

Cette formule donnera donc toutes les solutions et ne les don- 
nera chacune qu'une seule fois, car de la relation (13) il résulte 
qu'à une valeur donnée de H ne correspond qu'une seule valeur 
de T. Certaines solutions cependant ne sont pas données par la 
formule (A); ce sont celles qui satisfont à l'équation H a = i. 
Dans ce cas, la méthode précédente n'est plus applicable; mais, 
en la modifiant un peu, on trouve que ces solutions seront don- 
nées par la formule 

(A') H = 1 + Ii, 
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La forme sous laquelle les formules (A) et (A') se présentent 
peut être diversement modifiée, cl. notamment quand on recherche 
seulement les solutions entières. 

Considérons maintenant deux solutions du problème, que je 
supposerai, par exemple, de la première espèce, c'est-à-dire four- 
nies par la formule (h). Les autres cas se traiteraient d'une ma- 

Ces deux solutions, que j'appellerai H et K, seront caractérisées 
respectivement par deux nombres u et «> et deux systèmes 



(pie j'appellerai Tel S; et ils en dépendront, ainsi que l'indiquent 
les formules suivantes : 

Le produit HK. devant être aussi une solution du problème, K 
désignant un système de la forme A V, mais relatif à d'autres 

variables (a, [3, y), on aura 



Cette solution est caractérisée par le système R et le nombre a 
voici comment on pourra les déterminer. Remarquons qu'en veri 
de l'équation (?) on a 

^ = K H D — HK, 
ou bien, d'après les formules (S), 

{ T t» \ / _ _s_ s^ \ 

— V _ ad"*" " : id--uj V %d + srf'w/" 
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systèmes S et T existent les relations suivantes, où j'ai posé, pou: 

abréger. 

f=f(x,y,z h 
et où d rep 



), ?=/(?, li.» ei A = 


L-Jf+L-,/11 


ésente le déterminant de A ; 




TST = — dkT, 




STS = -dAS, 




T3 + rf/T=o, 




ST* = - T'S — rf/S — tf/iT, 




S«T=— TS= — d?T -rfAS, 




S^--rf ? S = o, 




TS ï T = rf a (/-f - ■ A») -I- rf/S« - 


-rfA(TSH-ST), 


ST^S =d»(/ç — Wj + disTi - 


■ tfA(TS-+- ST). 



Au moyen de ce tableau, on peut réduire tonte fonction de T et 
de S à la forme 

a+ JJT + ï S + a'T« + P'S 1 + Y'ST + 3'TS-ha''TS*-l- p'T'S. 

En appliquant ce mode de réduction à la valeur de -y trouvée ci- 
dessus, on trouvera 

<») «-(^Mi-i-ïb'»-")]- 

Telle est la formule qu'il s'agissait d'établir; on trouverait d'une 
façon analogue la valeur de w, et les relations 

f(v,y,*)=duU — u), /(|,T„t) = dw(4-tP) 1 /( a ,p,v) = ctu.(4-«J 

conduiraient, sur la composition de certaines formes, aux théo- 
rèmes donnés par M. Hermite dans son Mémoire sur les formes 
quadratiques ('). Il est facile de voir qu'en général deux solutions 
ne seront pas permutables entre elles, c'est-à-dire que l'on n'aura 
pas HR = KH. En effet, si cette égalité avait. lieu, il suit de la 
formule (g) que l'on aurait 

TS — ST = o; 
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[ tx ï/ U z\ xi, «Ç J 

Le déterminant de A n'étant pas nul, il faudrait don 
quantité entre parenthèses fut nulle, ce qui exigerait que I 



! ~ i ~ S 

Tout ce qui précède est en grande partie déjà connn. La mé- 
thode que j'ai exposée ci-dessus me paraît cependant pouvoir 
conduire encore à des résultats nouveaux et intéressants; mais 
son application exigerait des études plus approfondies sur les 
relations qui lient entre eux les systèmes linéaires. Du reste, la 
théorie des formes quadratiques ne reposant que sur un nombre 
1res restreint de notions algébriques, les applications du calcul 
des systèmes linéaires y sont nécessairement très bornées. Au 
contraire, dans la théorie des formes binaires ou des formes d'un 
plus grand nombre de variables, où les notions algébriques fonda- 
mentales sont plus nombreuses, ces applications se présentent 
bien plus fécondes et bien plus variées. 

En terminant ce que je voulais dire des formes quadratiques, 
je ferai observer qu'en adoptant la terminologie du calcul des 
systèmes linéaires , le principe d'inertie de M. Svlvester peut 
s'exprimer ainsi : Si deux formes f et g représentées par les 
systèmes A et B sont équivalentes, la substitution étant réelle. 
les équations 

V(A-X) = o et V(B-X) = o 

auront le même nombre de racines positives et le même nombre 
de racines négatives. 

Ce que l'on peut énoncer autrement et indépendamment de Sa 
notion de forme de la façon suivante : 

B étant un système symétrique, je dirai que B est un système 
défini posiiîf, si toutes les racines de l'équation 

r(B — X) = o 
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Alors, A étant un système symétrique quelconque et B un 
système symétrique défini positif f|iiclcoiK[iic (A et B, du reste, 
étant réels), les équations 

Ç(À-X) = o et Y(A->Jt) = <> 

auront le même nombre de racines positives et le même nombre 



L'application du calcul des systèmes linéaires aux fonctions 
abéliennes se présente ici d'elle-même comme conséquence de 
la théorie dos formes quadratiques. Mais d'abord il est néces- 
saire d'expliquer ce que l'on doit entendre en général par l'ex- 
pression de fonction d'une variable linéaire.. Considérons seule- 
ment, pour plus de clarté, un svstcme du deuxième ordre, et soit 



une variable linéaire. Le système linéaire 

ï{r,y,*,u) f>{x,y,z,u) 

variant en même temps que X, pourra être regardé comme une 
l'onction de eetle variable, et le mode de relation qui existe entre 
ces deux systèmes pourra cire indiqué par bi formule 

F(x,y,z,u)=f(X). 

En particulier, si nous définissons ft- v , X étant un système d'ordre 
quelconque, comme étant la .somme de la série 



s ccpondai 
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c'est celui où les exposants X, "Y, cU 
dans ce cas, on a évidemment 



boil donc une équation 
on pourra ta remplacer par l'équation linéaire 

Celte remarque permet d'appliquer facilement le calcul dos 
systèmes linéaires aux fonctions abclicnnes, ou plutôt aux séries 
dont ces fonctions sont les quotients. 

Considérons, par exemple, les séries dont s'est servi M. H ermite 
dans son Mémoire sur les fonctions aheliennes; elles sont définies 
par l'équation suivante : 

v. ¥i ^v(^j)=2(- i >"" /+ " ,,em(! "' t+s "' > ' +l '"" + ' 0,+v9ii "^ " 

On en déduit 

0)£ie, i , (/ ;! A ,v(^j)=2i (_,)Û " n ' 7+ '"" e,,UQ ' ! 

Or, si l'on pose 

X = {m, y), M = {m., «), H = ([*, v), N - (?,/>), 

el si la forme <p est représentée par le système A, l'équation (i) 
pourra s'écrire de la façon suivante : 



0) Qe„, î;|A , v (^)=>(-i)' 






On voit que la série se présente ainsi comme une fonction de la 
variable linéaire X = ; c'est pourquoi je désignerai simple- 

ment Je premier membre de l'équation précédente par Qf|(X), et 
je remplacerai les quatre indices p, q ; p., v par les deux, seuls in- 
dices linéaires R, N, en écrivant Û9 RiS (X). 

En représentant ainsi tontes les variables par une seule variable 
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linéaire, nous obtiendrons une notation plus simple, plus com- 
mode et analogue à celle qui a été employée pour les formes 
quadratiques. La sommation dans la formule (2) doit être étendue 
à toutes les valeurs entières positives ou négatives du système M, 
c'est-à-dire qu'il faut donner aux éléments m, n de ce système 
toutes les valeurs entières possibles. 

J'en viens maintenant aux séries à un nombre quelconque de 
variables, dont les quotients donnent en général les fonctions 
abéliennes. 



Soi (Mil 



, sont n variables quelec 



et % un système symétrique quelconque. 
M = (m i ,m t ,...,m H ) s 

où les m,, m*, ...,m„ sont des nombres entiers quelconques 
positifs ou négatifs; 

où les /(, , n.., . . . désignent le zéro ou le nombre 1 ; 

a = (r„r il . ..,/■„), 

où les r {) r 3 , . . . désignent ou zéro ou le nombre 1; les différentes 
séries abéliennes de l'ordre n seront données par la formule 



3„,,(«^2, 1 '-"'"''"" , ""'"" î *"'"* 



Comme R et N peuvent prendre chacun 2" valeurs, la formule 
ci-dessus fournira y,-" séries différentes, dont les quotients don- 
neront les fonctions abéliennes d'ordre //. 
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De lu forme du développement, il suit immédiatement qui 
l'on prend 

V = (p,, Pi , ...,p a ), 
Il =(it,,it i , ..-, -„), 

les p et les -r. désignant. des nombres entiers quelconques, 



(a) •>rj R , N (X + i\P + [I) = Sî|,^(X)(-i)''^*^n ( ,-™-r l ^M 1 A ( ., 

11 résulte de celle formule que les quolienls de deux fonctions 
3 peuvent être considérés comme des fonctions de la variable 
linéaire X, fonctions doublement périodiques, et les deux pé- 
riodes étant % et i. Les fonctions définies par l'équation (ai) ne 
sont pas les plus générales que l'on puisse considérer; mais les 
autres peuvent s'y ramener par un changement de variables. En 
général, les fonctions abéliennes seront des fonctions d'une va- 



à deux périodes *E et ïj ; pur un changement de variables on les 
ramènera à des fonctions de l'espèce définie pur l'équation (w), le 
système 5t étant défini par la relation 

(13) « = «». 

Toutes les différentes séries de périodes <£ et J} pourront d'ail- 
leurs se déduire d'une seule en augmentant les variables de mul- 
tiples des moitiés des périodes. De la relation (j3) il suit, ,31 étant 
symétrique, que *£ et J} ne sont pas arbitraires, mais sont liées 
entre elles par la relation 

(Y) «#, = #«,. 

Ainsi, pour les fonctions abéliennes de second ordre, si l'on 



Œ = 



.Google 



on aura, d'après la formule ().), la relation connue 

Ii) l>2 — U1%V + W|Pj — l-'[<'>3 = O. 

Pour les fondions abéliennes dit premier ordre (c'est-à-dire pour 
les fondions elliptiques) l'équation (y) devient identique; pour 
celles du troisième ordre elle fournira trois relations entre les 
périodes simultanées. 

En général, la différence C$, — $C ( , qui doit être nulle, est 
un système gauche ne contenant que : ■ éléments indépen- 
dants; la relation (y) pour les fonctions d'ordre n fournira donc 
" ( "~ ...L relations entre les périodes simultanées. Une fonction 
abélienne ayant les périodes C et £), et % étant le système symé- 
trique défini par l'équation C = ^51, je dirai que 51 est le para- 
mètre de cetle fonction. 

Je reviens maintenant au* formules (w) et (a); pour simplifier 
l'écriture, dans tout ce qui suit, je les débarrasserai du facteur 
constant Û; mais il faudra avoir soin de se rappeler que les équa- 
tions ainsi modifiées ne sont que symboliques, et que les équations 
sont (a) et (<o). 

Je définirai donc les a-" séries abéliennes d'ordre n par la 
formule 

(0 &(X)=2(-0 ,L '^' T " 2 " I ' L " II ''' V+T ' n!l+R,ia '" ! '" + " , 1 

où j'omets, pour abréger, les indices R et N. T-.cs fonctions 3 
ainsi définies jouissent de la propriété exprimée par l'équation 
suivante, où P et II désignent dos entiers quelconques de la forme 

(2) S(X + SIP + II)= &(X)(~i)i > .N+R,ii e -™(2P,x+r,ar )] 

et cetle équation, à un facteur constant près, déterminera com- 
plètement la fonction Sf. Je considérerai le problème de la trans- 
formation comme l'a fait M. Ilermite dans son Mémoire sur les 
fonctions abéliennes. 

Soit ro(X) une fonction définie par l'équation 

(3) w (X) = &[(T-i-AU)X]^"V'.«-+^ '*, 
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T, Q, U, J désignant des systèmes entiers quelconques indéter- 
minés, et soit le système ÎS défini pat* la relation 

(.{) (T + 9lU)jB = Q + 3..T. 

Je vais chercher si Ton peut choisir les systèmes T, Q, U, i de 
telle sorte : i" que }& soit symétrique; a" que ra(X_) satisfasse à 
une équation de même forme que l'équation (y.) 

(v) ra (X- ( -SJP-i-n) = (-i)P.^+A,n e -^i>PiS+p 1 epi ] 

k désignant un nombre entier positif. 

A cet effet, changeons dans l'équation (3) X en X + II, en ré- 
duisant le second membre à l'aide de l'équation (a); on trouvera 
que pour satisfaire à la deuxième condition, on doit avoir 

U 1 T = T,lï, 

auquel cas on a alors 

(3) m(X + n) = (— i)5iCHfB,Tn+n,i 1 i!n n (x), 

Changeons dans cette formule (3) X en X + ÎBP, il viendra, 
en tenant compte de la relation 

(T-J-5HJ)» = Q-s-Xf, 

(0 w(X + 3lP) = 3[(TH-aU)X + AJP-(-QP]e'-«(ï.+i>.a.»w.ai).+rns+ai' 

ou, en développant.. 

(m) BT(X-HÎiP)-=(-j) 1 '. J ^+ p .U,n e '':(ii'A' , -ï+i\(Tr„ ;T( X) : 

expression dans laquelle j'ai posé, pour abréger, 

■ç = (jBiU, — Ji)(T-i-aU) 
et 

S = » t U,(T + SlU)S — J,51J. 

Or, pour satisfaire aux conditions énoncées, il faut d'abord que 
l'on ait ty = — k. Considérons l'équation 

(T-h51iJ)i' -^Q+XJ; 

multiplions-la à ganebe par U, , il viendra, en observant que 

UiT = T,U, (T,-f-U,a)US = U 1 (Q + 5lJ), 
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et en prenant l'inverse de cctlo équation, 

ÎIjUtCT + aU)^ J,.a + QiU 
et 

QiU — J 1 T = (S l U 1 — J,)(Tm-3v) = 

On devra donc avoir 

'(S) Q,U-J,T = -*. 

Maintenant la valeur de S donne 

S = ©t Uj ( T + â U )S3 - J , SU ; 

d'où il suit évidemment, U ( T et -SI étant symétriques, que S l'est 
aussi. D'une relalion établie ci-dessus 

(»,Ui — Ji)(T+2lU)=— &, 
on déduit 

— k'& = CSV, — J,)(Q + aj), 

et en retranchaiU cctlo valeur de — Âï3 de la valeur de 3 

E-t-#3),= J,Q 
et en prenant l'équation inverse 

G -+■ k, S = Q, J, 

Si donc on veut que jB soit symétrique, il faudra prendre 

(6) J,Q-Q,J = o, 

et alors on aura 

G = -/:S-hJ 1 Q. 

La formule (s) deviendra 

On voit, en combinant ce résultat avec la formule (y), que 
toutes les conditions énoncées ci-dessus seront remplies, si l'on 
choisit les systèmes T, Q, U, J de telle manière qu'ils satisfassent 
auK équations (4), (5) et (6). 

Relativement aux valeurs de 3Z et de 31, je remarquerai que 
leurs valeurs peuvent être prises suivant le module :i. Or, T, U 
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étant symétrique , on voit facilement qu'en désignant par s, , 
s ï( . . . , s lt les éléments de la diagonale principale de ï, U, et 



a=(i 1 , •»,...,««). 

n.TiUn^S.n (mod. = 2). 

De même, en désignant par a,, a , a a les éléments de la 

diagonale principale du système symétrique j, Q et par S le sys- 
tème 

(«ri,<H, ...,».)■ 
on aura 

I^JiQP^ l'jS (inod. =a). 

On en conclut aisément que les valeurs de Si et de 36, qui 
doivent entrer dans la formule (y), seront données par les équa- 
tions 

1 Si. = UiN + TiR+S, 
^ i 3E = J, N -+-Q,R + 2. 



Des considérations précédentes, il résulte qu'une série abé- 
licnne aux périodes i et % pourra être transformée en une 
série abélienoe aux périodes i et jB, si 51 et S sont liées par la 
relation 

(i) (T4-&U)3> = Q-t-SlJ, 

T, Q, U, .1 étant des systèmes entiers satisfaisant aux équations 

iU,T^T,U = o, J,Q- QiJ = o, .TiT-Q.U = k. 
(a) - et, par conséquent, 
[ T,J— CiQ =/■■ 

Je vais étudier de plus près ces relations. Il est d'abord néces- 
saire d'expliquer la notation dont je vais me servir dans ce qui 
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9 LINÉAIRES. arig 

d'être de simples nombres, soient des systèmes d'ordre h; alors 
représentera un système d'ordre in. Soit, par exemple, le 

a b a 3 



ce système d'ordre 4 pourra être représenté par ia notation ■ 

Comme dans ce qui suit nous aurons à considérer simultané- 
ment des systèmes d'ordre n et des systèmes d'ordre in, je 
continuerai à représenter les premiers par des lettres majuscules 
ordinaires et les deuxièmes par des lettres majuscules surmontées 
d'un trait; ainsi j'écrirai, par exemple. 



Du reste, une même équation devra toujours être homogène en 
ordre; ainsi, si l'on a 

_ A — X B 

~~ C D — l' 

il est clair que, dans le premier membre de cette relation, ), dési- 
gnera un système simple d'ordre m, et dans Je second membre 
un système simple d'ordre n. Les systèmes composes d'ordre a/i 
se multiplient et s'additionnent suivant les mêmes règles que les 
systèmes ordinaires; ainsi l'on aura 

A B À' B'_AA'-!-RC' AB'-i-BD' 
G D X G' D' ~ CA'+DC' CB'+DD'' 

en ayant soin d'observer l'ordre dans lequel on doit prendre les 
facteurs. Seulement c 



v (A) = v(AD — BC); 
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la formule à employer dans ce cas esl, en désignant par a et c 
respectivement les déterminants cie A el de C, 

(=0 v(A) = h „_' (! „_, v(«C„D - C A„B). 

Cette formule, à laquelle on peut donner diverses formes, est 
d'un grand usage dans les applications, et dans ce qui suit j'en 
ferai souvent implicitement usage. 

Ceci posé, revenons aux équations de condition (2), et posons 

T Q - 01 



on verra facilement que les quatre formules ( y.) sont contenues 
dans la seule formule 

(3) SiïS = AÏ. 

Pour abréger le discours, j'appellerai abi'lieiis les systèmes satis- 
faisant à l'équation (3). Oïl trouvera facilement qu'ils jouissent 
des propriétés suivantes : 1° leur déterminant esl k"; 2 si S esl 
un système ahéllen, S, en est un également. En effet, multiplions 
a droite les deux mem lires de l'équation (3) par JS,, il viendra 



S,JSS, = — AS, ; 
d'où, divisant à gauche par S,, 

Isjs7 = -/' : 

et, multipliant à gauche par J, 



(Pour les autres propriétés des systèmes ahéliens, je supprime 
les démonstrations, qui sont entièrement analogues à celles que 
je viens de donner). 

3° Le produit de deux systèmes abéliens est un système abélien ; 
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/\" Soit M un système abélien symétrique; il pourra être censé 
représenter une forme quadratique à an variables. Les formes qui 
peuvent ainsi être représentées par des systèmes abéliens seront 
dites /ormes abéliennes. 

Si une forme abélienne est transformée par une substitution 
abélienne, la forme résultante sera aussi une forme abélienne. 
Une forme abélienne satisfaisant à l'équation 

(m) MÏM = mJ , 

on en déduit 

MJMJ= — m 
et 

M" = — m»-'JMJ ; 

donc la forme adjointe à une forme abélienne se déduit de cette 
même forme par un simple changement de variables. 
De l'équation (m) on déduit encore 

(ïl — X) JM = mJ -ÀJ.Vt =J(ot — XM). 

Donc si a est une racine de l'équation 

v(fti-l) = o, 

y est aussi une racine de cette même équation, 

Cette notion de formes abéliennes, que M. Hermite a, le 
premier, introduites dans la Science et dont il a donné les prin- 
cipales propriétés, me paraît être d'une importance capitale 
dans la théorie des fonctions abéliennes; elles y jouent le môme 
rôle que les formes binaires dans la théorie des fonctions ellip- 
tiques. 

En considérant les formes abéliennes comme n'étant assujetties 
qu'à des substitutions abéliennes, on peut isoler, pour ainsi dire, 
les formes et les systèmes abéliens des formes et des systèmes 
généraux d'ordre in. L'analogie qu'ont les formes ainsi consi- 
dérées avec les formes binaires quadratiques a été signalée par 
M. Hermite, et ressort très facilement des propriétés énoncées 
ci-dessus. 
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VII. 

Je vais maintenant étudier de plus près l'équation 

(c) (T + SU)Î3= Q + 3U. 

Soit une fonction abélienne aux périodes C et ijj, ayant j 
paramètre 51, en sorte que l'on ait 



^oit en outre une fonction abélienne aux périodes S cl % et ayant 
pour paramètre B, en sorte que l'on ait 



on voit facilement que l'équation (i) pourra être remplacée parle 

.'iSl.ème des doux équipions 

ff = £)T + «EU ; 
S = 0Q-t-€J , 



Distinguons maintenant, dans les systèmes 51, fB, M, etc., les 
parties réelles des parties imaginaires et posons 

a = A. + iX , S = B-hmI!., fi = H + (S, G = Gi$, 

£ = F -+- ig , £ = L -h i£. 

La relation (a) deviendra alors 

(îiù) G+i|; = (H + i"5)(A-f-(X). 

l'osons 



GiG + tùG = X, Ù 1 ' 



.Google 



Or, si l'on pose 

j H,g-s,G = c, H,5-5.H = D, 

on déduit de la relation (2 bis) 

36 = 3IÏ.-A — DA , G = 3ILJU ■+■ DA , <$ = 36, A — F X . 
E = 36, X -+■ FA, 

Ces quatre écoutions donnent, on posant y(X) = a > 

«D = 3ÏLAX„ — 36X , aC=3]L(AX A + aX) — 36X A, 
aF = 36iAXo— ÎX„, «E = 36,(AA A + «X) — $A A, 

formules que Ton peut mettre sous la forme suivante, en posant 

o 1 __ X X A 

J = et X = 

— [ «> AX A* A-t-«X 

(comme A et X sont symétriques, ii est évident que X l'est 

a. = A t A, IX ; 

F E 

Or, de ces équations (5) il résulte 

D C 

îl viendra donc 

(<■<) «3â = âjx, 

d'où Ton voit que 

On déduit de là 

(7) X.»'»-< = — JÂ^JA, 

et comme X est. symétrique, 

(S) jâJa7 = âïà7j. 

Les conséquences des formules (6), {7). (8), qui établissent 
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rff AL8ÊBRE. 

ainsi des relations entre les parties réelles et imaginaires des mo- 
dules C et % et du paramètre % d'une fonction abélienne, con- 
duisent à de nombreux résultats. 

En distinguant dans la formule (4) les parties réelles et les 
parties imaginaires, on aura 



•t F - 



<8. 



L F H G - 

i = S s xS ' 

ou, en adoptant les notations précédentes, 

(9) B = ÂS. 

A celte relation on peut, en désignant par t^ Je système ana- 
logue au système X, mais relatif au paramètre B, joindre les 

aÏA = Âja, « J B = BTTÎÏ7 et SiïS = £Ï. 

En éliminant entre ces équations et l'équation (9) les systèmes 
A, B et J, on obtiendra 

(10) îib = —. s^rcs, 

nouvelle forme sous laquelle peut se mettre la relation 

(1) (T+aU)Ê= Q-H.ÏU, 

et où n'entrent, comme dans cette dernière, que les paramètres 

L'équivalence de ces deux relations est d'une grande impor- 
tance dans la théorie des formes abéliennes; car il est clair que 
l'analyse précédente subsiste indépendamment de la signification 
que nous avons donnée aux divers systèmes qui y entrent, et ii 
est facile de voir que le système âï est précisément le système 
abélien symétrique le plus général. Ce point important établit 
une analogie plus intime encore entre les formes abéliennes et les 
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formes quadratiques binaires. La formule (10) a une interpréta- 
tion remarquable; d'après la valeur de <A», 

— A,* Xo A 

(ii) A = , 

on voit que ce système représente une forme abélienne; soit/ 
cette forme, et <p la forme abélienne représentée par ïi£, la for- 
mule (;o) exprime que la forme » se déduit de la forme/par une 
substitution abélienne, 

Les formes abéliennes sont susceptibles d'une décomposition 
remarquable , que M. liermite a signalée pour les formes du 
deuxième ordre. Soit 

% = {*»*,,...,**), 

on aura 

, .'.f(T l . t,, . . . , x % „) = X, jl.X; 

or, de la formule (i i) on déduit sans peine 



décomposons le groupe de an variables a:,, a - ;, . - . , x^ n en deux 
groupes de «variables y, t y t1 . . . ,y„; s,, z-,, ...,;„, et posons 



Y, Z, I JU» o i A o o I Y a 
a/(*„ **..., *») = x j AXo X + oa Jl.i X Z o' 

et, en effectuant les multiplications; 

(Y,-t-Z,A)A> (Y-+- AZ) + aZ,X2. o 
fi/(ar,,:r s ,. . .,ar Sra ) = 

équation que l'on peut écrire, en désignant par g la forme repré- 
sentée par le système X, et par h son adjointe 

(■a) /(x) = ft(Y + AZ) + «i'(Z); 

et le sens de celte dernière relation sera bien précis, si l'on se 
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reporte à ce que j'ai dit fie la notation dont je me sers pour les 
formes quadratiques. 

Un point important à établir, et qui résulte immédiatement de 
la formule (i?-), c'est que si le système A, est défini et positif, le 
système il!, l'est aussi ; il suffit pour le faire voir de considérer en 
même temps l'équation (10). 

Je terminerai ce que je voulais dire des fonctions abéliennes 
par quelques remarques. 

Posons 

JAJA, =31; 

le système %, en vertu de l'équation (8), sera symétrique, et l'on 
aura évidemment 

JAS-S;j V-STÂ; = ^"â; 
mai* 

AS = B, S"iÂ = ÏÏ7 ei 5^JS^=/r"»-'J, 



JBJB, = *a, 



d'où 
(-3) 



Cette équation fait voir que si d'une fonction abélienne aux 
périodes C et l£j, on en déduit une autre aux périodes £ et £ au 
moyen des formules (4), le système % joue le rùlc d'un véritable 



Si, par une même substitution S, on déduit d'un paramètre % 
un paramètre Ï3, et d'un paramètre %' un paramètre 13', on 



(■4) V(l'- J>) = (3l'- Si) 

En particulier, faisons 

a'= A — i&, 
il viendra 



T(T + M)'.V(T+W) 



,l "'-' w *(T + *U)' 
l'expression ç(T + 3lU) a un sens bien précis, car c'est le dé- 
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nominalcur commun des éléments de B : en appelant m ce déno- 
minateur commun, b et « les déterminants des systèmes ifi> et X, 
on aura donc 

(,5, »-£. 

En faisant dans les formules précédentes 11= :i . on retrouve- 
rait, avec une légère différence dans la notation, les formules que 
M. Hermile a données dans son Mémoire sur les fonctions 
abéliennes. Seulement, les systèmes à seize éléments qu'il a con- 
sidérés ne sont pas tout à fait les mêmes que ceux dont j'ai fait 
usage; 

6j i[ b t b 3 

C C, Ci c, 

d a di ch d s 

étant un des systèmes qu'il emploie, les systèmes abéliens du 
second ordre seront donnés par l'expression générale 
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COVARIANTS DOUBLES DES FORMES BINAIRES. 

Bulletin tlt: la Sociale l'hilnmat.liinuc de Paris, fi" série, t. VIII; 187?. 

1. Considérons un système composé d'un nombre quelconque 
de formes binaires (ce système pouvant se réduire h une forme 
unique). 

Soit U un covariant de ce système de formes. On désigne sous 
le nom d'émanants de ce covariant les polynômes contenus dans 
les expressions suivantes : 

(*! + '5,) u . 



Je représenterai simplement un émanant de U par la notation 
(U),, l'indice i indiquant le degré de ce polynôme par rapport aux 
variables Ç elij. 

Lorsque l'on identifie les variables \ et 7[ aux variables x ety, 
chaque émanant se réduit à la forme U. 

2. On sait que les émanants de U sont des covariants doubles 
du système de formes donné, c'est-à-dire qu'ils se transformenten 
des polynômes composés d'une façon semblable, lorsqu'on assu- 
jettit les deux systèmes de variables x,yel £, -i\ à des substitutions 
cogrédientes. 

Tout covariant double d'un système de formes se compose 
d'émanants et du covariant (ar/i — y%), que je représenterai pour 
abréger par w. 

On a, en effet, la proposition suivante : si H désigne un cova- 
riant double quelconque du système de formes donné, on peut 
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meure II sous la forme suivante, i désignant le degré de ce poly- 
nôme par rapport au\ variables % et r,. 

[I = (A)^ U (B) m +<u»(C)m+..., 

A, lî, G désignant des covariants du système de formes donné. 

3. Cette proposition est très utile dans une foule de calculs 
algébriques. Je ne citerai ici que quelques exemples très simples, 
mais dont l'application est fréquente dans la théorie des surlaces 
du troisième et du quatrième ordre, ainsi que dans la théorie des 
courbes du quatrième ordre. 

Soit F un polynôme du quatrième degré; proposons-nous de 
calculer l'expression 

a _, ( „,[.-^ + ,-!^]' 

M " rJ L' dx ' T ' dy \ ' 

Cette expression est un covarianl double de F, du degré 3 par 
rapport aux coefficients et du degré 6 par rapport aux variables x 
et y, ainsi que par rapport aux variables Ç et ï|. 

De plus, il change de signe quand on échange entre elles ces 
deux systèmes de variables; son développement ne doit donc con- 
tenir que des puissances impaires du m et l'on a 
Q«»(A), + u»(Bfc-Ko»(C)i; 

A désigne un co variant de F, du degré io par rapport aux variables 
et du degré 3 par rapport aux coefficients; comme un tel cova- 
riant no peut exister, on a nécessairement 
A = o; 

l'on a de même C = o, car C ne pourrait être qu'un co variant de 
F du degré a. 

B est un co variant du degré 6 par rapport aux variables et du 
degré 3, par rapport aux coefficients; ce ne peut être que le co- 
variant ses tique de F; en désignant par i ce covariant, on a donc, 
à un facteur numérique près, la formule 

'" ' dx" J ' '' dx-dy " ' dx 1 dy ' dy 
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4. Considérons encore la forme biquadra tique F et son h es sien 
H ; posons 

Celte expression est on covariant douille de F, du degré 4 par 
rapport aux variables ç ctr,, du degré 3 par rapport aux coeffi- 
cients; de plus, £ï chaoge de signe quand on éebange entre elles 
les variables ; on peut dooe poser 

D, ne pouvant être qu'un covariant de F du degré 2, est nul; A, 
étant un covariant de cette forme, du degré (i par rapport aux 
variables et du degré 3 par rapport aux coefficients, est le cova- 
riant sexlique de J. 

On a donc, à un facteur numérique près, pour la même 
expression que dans le puragrapbe précédent. 

5. J'appliquerai ce qui précède à une question relative aux 
courbes de quatrième classe. On sait que l'on peut trouver divers 
systèmes do coniques quadruplcmcnt tangentes à une telle courbe. 
Étant donné l'un de ces systèmes, il lui correspond, dans le plan 
de la courbe, une cubique K et une conique G; toute droite du 
plan, tangente à G, a pour polaire, relativement à K, une des co- 
niques quadruplcmcnt tangentes du système, 

J'ai démontré, dans mon Mémoire, de (icomélrie. analytique, 
inséré dans le Journal de Liouville (janvier et février 1873), la 
proposition suivante : 

« Étant données une courbe de la quatrième classe et une co- 
nique, on peut construire une courbe du neuvième ordre, qui 
passe par les vingt-huit points doubles de la courbe de quatrième 
classe et les vingt-huit points de rencontre des huit tangentes 
communes aux deux courbes, et qui, de plus, touche la courbe de 
quatrième classe aux points où elle est touchée par la conique. » 

J'ai fait voir, de plus, que si la conique était la polaire d'une 
droite D quelconque du plan par rapporta K, la courbe du neu- 
vième ordre se décomposait : 

i° En une cubique (de Steiner) passant par les douze points 
doubles du groupe; cette cubique ne dépend pas de la droite D; 
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a° En une courbe du sixième ordre, Q, passant par les seize 
points doubles qui n'appartiennent pas au groupe. 

T'ai donné (§ o2 cle mon Mémoire) l'équation de celte courbe. 
niais sans la développer et sans me lire en évidence la variable 
qu'elle renferme ; je veux revenir ici sur cette question. 

6. En conservant les nolalions du Mémoire déjà ci 1res, posons 

ffl c — b% = M, C« 4- A o c — 2B A»= N, 
efiy„~ $1 = M', Cno-HAo-J-o— aB p = N' ; 
«*Y, + e,fli— a, ft„p„-+-4(A C„ — Bi)=P. 

M, N, M', N' el P sont, on le voit, des invariants du système de 
formes 

A^X' + aBoX^ + Co^ 1 , 

a,,!- h- »è Xf*-H c ;j 3 , 

Cela posé, l'équation générale des coniques du groupe, quadru- 
pleraient tangentes à la courbe de quatrième classe, est 

F = MX*-HaNX'j* -+- PJ>V*+ aN'X|i'+M>' = o. 

L'équation de la courbe Q relative à deux de ces coniques 
caractérisées par les paramètres X : p. et V : p.' est, en désignant 
comme précédemment pur J le covariant sex tique de la forme 
bi quadratique F. 

-, d ^ 3 F , ,-, s , d>F ., „ d'F „ d'F _ 

cil 3 "^ ' ^ d\ 2 dp. ^ dldij.* ^ d\x* ~ 

En désignant par 11 le bessien de F, on voit, en se reportant au 
§3, que l'équation de cette courbe peut se mettre aussi sous la 
forme 

F(>„ iJ )IJ(À',/)-F(À'i i ')n(À,;,) = o, 

ou simplement 



7. L'équation précédente peut être regardée comme le résulta 
de l'élimination d'un paramètre arbitraire G entre les deux équa- 
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On voit ici s'introduire ] 
legré, dont l'équation est 



arquables du quatrième 



radia 



eje 



signera 



s le nom do courbes (H). 



_., laissant 8 invariable, on l'ait varier X et [à, on peut déter- 
miner facilement l'enveloppe de ces courbes. 

Désignons respectivement par S et ï l'invariant quadratique cl 
'invariant cubique de F; on sait que les équations 



représentent les courbes du quatrième et du sixième ordre, qui se 
croisent aux. vingt-quatre points du ri: brousse m eut de la courbe 
de quatrième classe. 

Cela posé, l'enveloppe des courbes (H) s'obtient en égalant à 
zéro, le discriminant de l'équation (ï); d'après une formule de 
M. Caylev, l'équation de l'enveloppe sera donc 



(Bi- 
elle se compose donc ; 
[° De la courbe de i 
a D'une courbe de 



2 7 T3)(63— ÛS — sT)î = o; 



ïième ordre, dont l'équation est 



Les courbes de sixième ordre contenues dans l'équation précé- 
dente se rattachent, on le voit, étroitement aux points de rebrous- 
sement de la courbe fondamentale; et il est remarquable qu'on j 
soit conduit par la considération de courbes, dont la définition est 
tirée de l'étude des points doubles. 

Je m'arrêterai ici dans celle élude, ayant voulu seulement, dans 
celte courte Note, indiquer la voie nouvelle où l'on était conduit, 
pour l'étude des courbes de quatrième classe, parla considération 
de la forme biquadratique F et de ses divers covariants simples 
ou doubles. 
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REPRÉSENTATION DES FORMES BINAIRES 



f DANS LESPAGE. 



Bulletin de la Sorte!*: Ptnlomathique; \§yi. 

On peut représenter une forme binaire sur une ligne droite 
par n points do cette droite correspondant aux racines de l'équa- 
tion que l'on obtient en égalant la forme à zéro. On peut, dans 
ce but, employer aussi une courbe quelconque, plane ou gauche, 
de genre zéro, et un grand nombre de propriétés du système de 
points situés sur celte courbe, que j'appellerai courbe fonda- 
mentale, se déduiront immédiatement de celles des formes qu'ils 
représentent. 

La courbe fondamentale étant choisie, on pourra aussi, d'une 
façon plus simple, représenter des groupes de points (ou des 
formes) par un certain nombre d'éléments (points ou droites) qui 
pourront les déterminer; ce mode de représentation variera d'ail- 
leurs suivant la nature de la courbe choisie. 

Étant données deux formes de même degré/ et a, j'appellerai, 
pour abréger, faisceau de ces formes l'ensemble des formes 
comprises dans l'expression /+Àc; un faisceau est évidem- 
ment déterminé quand on connaît deux des formes qu'il con- 

Pour éclaîrcir ceci par un exemple, prenons une conique H 
pour courbe fondamentale; une forme quadratique sera déter- 
minée par deux points de cette conique, ou bien, si l'on veut, 
par la droite qui joint ces deux points. C'est ce dernier mode de 
représentation que nous emploierons [voir, à ce sujet, un remar- 
quable article de M. Weyr, sur l'involution du degré supérieur, 
(Crelle, t. LXX1I)]. Cela posé, on voit que toutes les formes qua- 
dratiques d'un faisceau sont représentées par des droites concou- 
rant en un même point qui représentera ce faisceau. D'où l'on 
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déduit immédiatement que la propriété connue de l'hexagone de 
Pascal peut s'énoncer fJgéhriqueinent de la iueon suivante : 

« Étant donnée une équation du sixième degré_/"(a;) = o dont 
les racines soient «,-, si l'on pose, pour abréger, 

*** = (*-«*)(»-«*>. 

on pourra déterminer six facteurs numériques À, p., À', p.', ")? el p." 
de telle sorte que l'on ait identiquement 

1A.,î+ |iA 15 — ?.'A ss -t- jj.'Â 60 = X"A 34 ~|- |x"A, 6 . » 

Cette propriété de six points d'une droite appliquée à une 
conique donne le théorème de Pascal; appliquée à une cubique, 
elle fournil à la fois des propriétés de six points quelconques de 
cette courbe (et, par conséquent, de six points quelconques de 
l'espace) cl des propriétés de sept points quelconques situés sur 
cette cubique. 

Dans ce qui suit, je considérerai spécialement une cubique 
gauche fondamentale K. Une forme quadratique sera déterminée 
par deux points de cette courbe et représentée par la sécante qui 
joint ces deux points. Les droites représentatives d'un faisceau de 
formes quadratiques sont les génératrices (sécantes de la cubique) 
d'une quadratique passant par K; une telle surface représentera 
donc un faisceau de formes quadratiques. 

Cela posé, la propriété que je viens d'énoncer relativement aux 
racines de l'équation du sixième degré donnera immédiatement la 
proposition suivante : 

h Étant pris par sept points 1, 2, 3, A, 8, 6, 7, sur K, il y existe 
une droite D (sécante de la cubique) qui rencontre les neuf droites 
contenues dans les deux Tableaux suivants : 

I B(ia)(54) i(a3) (56) 2(34) <i6) 

i 6(ia) (5.0 4(a3) (5G) 5(34) (t6) 

V 7(iî) (H) 7(a3)(5Ô) 7(34) (16) 

» La droite D rencontre donc les six droites contenues dans le 
Tableau E, ce qui fournit une propriété de six points quelconques 
de l'espace; (celte propriété se rattache d'ailleurs à de belles pro- 
positions données par M. P. Serret sur les cubiques gauches), 
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» Le Tableau F montre en outre que, la droite D ayant été 
déterminée au moyen des points 1, 2, 3, 4, o et (î, tout pian sécant 
mené par D rencontre les côtes de l'hexagone, dont ils sont les 
sommets, en six points situés deux à deux sur trois droites con- 
courantes. 

» Le point de concours décrit, lorsqu'on l'ail varier le plan, la 
cubique gauche déterminée par les six points. 

» Dans ce qui précède, 3 (i a) {'■>{) désigne la droite qui, passant 
par le point 3, rencontre les droites 12 et 54; les autres notations 
ont une signification analogue. » 

On peut aussi énoncer ces résultats de la façon suivante : a Un 
hexagone étant inscrit dans une cubique, par la courbe et chaque 
couple de côtés opposés de l'hexagone, on peut faire passer une 
cjuadrique; les trois quadruples ainsi obtenues ont une génératrice 
commune qui est une sécante de la cubique. » Une forme cubique 
est déterminée par trois points de K; les plans oscillateurs de la 
courbe en ces points passent, par un point p situé, comme on le 
sait par un beau théorème de M. Chasles, dans le plan P qui 
contient les trois points. Je dirai que le point p el le plan P sont 
associés; si le point/) parcourt une droite, le plan !' tourne autour 
d'une autre droite qui est associée à la première. Je représenterai 
une forme cubique par le point associé au plan qui contient les 
trois points de K qui la déterminent. 

Une Corme cubique représentée par un point/; est déterminée 
par les trois points de contact a, b, c des plans osculateurs que 
l'on peut mener de ce point à la courbe. Si l'on prend les conju- 
gués harmoniques de chacun des points «, b, c par rapport aux 
deux autres, on obtient un autre système de trois points qui 
détermine le covariant cubique de la forme ; les plans osculateurs 
en ces points se coupent en un point p' représentatif du covariant. 

Cela posé, les deux points p et p 1 sont situés sur une même 
sécante de la cubique et partagent harmoniquement le segment 
intercepté par la courbe sur cette sécante. Je dirai que les deux 
points se correspondent par rapport à la cubique. 

Le faisceau de la forme représentée parle point/i est repré- 
senté par la sécante qui passe par ce point. 

T'ajouterai la remarque suivante : 

" Le plan polaire d'un point donne relativement à la surface 
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développable S, dont K est l'arête de rebrousseinenl, est le plan 
associé an point correspondant. 

Étant données deux formes cubiques représentées parles points 
p elq, les différentes formes contenues dans le faisceau qu'elles 
déterminent sont représentées par les différents points de la 
droite pq. Une droite, dans l'espace, représentera donc un 
faisceau de formes cubiques. 

Si une droite rencontre une génératrice de S. leur point de ren- 
contre représente une forme cubique ayant un facteur carré. D'où 
celte conséquence : 

« Une droite (représentant an faisceau) rencontre quatre géné- 
ratrices de S; les quatre points où ces droites touchent K repré- 
sentent le Jacobien du réseau. » 

Étant donnée une forme biquadra tique F représentée par quatre 
points de K, menons les tangentes en ces points. Ces quatre 
droites n'étant jamais sur une même quadrique, il n'y a que deux 
droites D et D' qui les rencontrent toutes. 

Donc F est le Jacobien des deux faisceaux de formes cubiques, 
lesquels sont représentés par les droites D et D'. 

Ces deux droites sont associées par rapport à la cubique. Je 
représenterai la forme F par ces deux droites ou simplement 
par Tune d'entre elles, puisque par là même l'autre sera déter- 
minée. 
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SUR L'APPROXIMATION 

FONCTIONS D'UNE VARIABLE 

AC M1F.\ 11F, FRACTIONS H lit (IM lit LES ; 
lliitleliii de l<i S.irjr/r ,„ nlkcm ii tique ; tH--. 

La méthode que je développe dans celle Note, pour les cas les 
plus simples, s'applique sans difficulté aux fonctions de la forme 
e w , où W désigne une fonction rationnelle quelconque de x, et 
aux fonctions de la forme 

où a, a', ... désignent des quantités arbitraires quelconques. 

Le principe que j'ai mis en usage est le suivant: F (x) étant 
une fonction donnée et '.'."' la Iraction rationnelle dont le déno- 
minateur est d'un degré donné et qui se rapproche le plus de la 
valeur de la fonction, je cherche à établir entre w(x), f(%) et 
leurs dérivées du premier ordre une relation algébrique qui soit 
linéaire par rapport à l'une de ces fonctions, a (x) par exemple, 
et par rapport, à sa dérivée. 

Cela posé, en considérant pour un insian l f{x) comme connue, 
et 'f{x) comme une lonction inconnue, on aura une équation 
linéaire du premier ordre que l'on saura intégrer au moyen d'une 
quadrature. Comme le résultat de l'intégration est connu d'avance, 
il suffira de déterminer à quelles conditions doit satisfaire /( x) 
pour que ce résultat soit de la forme voulue. 

On déterminera généralement ainsi une équation linéaire et du 
second ordre à laquelle satisfera le polynôme /'(.r); cette équation 
admet une seconde .solution qui s'exprime facilement au moyen 
du polynôme o {x ), ou encore, si l'on pose 
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au moyen de K. comme l'a fait voir M. Cliristoffel (') relative- 
ment aux polynômes de Legendre. 



/<* 



-(^) <■>■ 



oùf(x) nlo(x) désignent respectivement des polynômes du degré « 
et du degré (n — 1). 
On en déduit 

parce que '}. esl du degré ( — i) en x; puis, en prenant les 
dérivées dos deux nombres. 

*_ _ ?'(*) /'(*) , / i \ 



(,) ^(^)/<^)-K^-')[/(tt)?'0*)- ?(*)/'(*)] = A, 

A di'sip-ri;inl une i.'on.stiuil.e. 

Si, dans cette équation, on regarde f{x) comme connue, on a, 
pour déterminer 'f(x), une équation linéaire et du premier ordre; 
en l'intégrant et négligeant d'abord îe second membre, on sera 
conduit à poser 



( ' ) Ifeber die Gau-ixiic/te Oundrfilur und clne l 't'.roUuerii.triw-riaiï dersrll/r.n 
{journal de C relie, t. LV ). 

( = ) Pour abréger, je dis i prierai dans 1.01.1I. oc qui suit, par ( -- ^ ) une série ordonnée 
suivant les puissances < I éo roi. -h ;i nies Je a- cL r. un mourant par il il terme en — - , et 
par (a:") une serin «rdmirue suivarii tes puissances croissantes de œ et commen- 
çant par un terme en r/". 
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:■ étant déterminé par l'équation différentielle 
d'où 

ou encore, si l'on désigne par a, fi, ... les racines de l'équation 
f{x) = 0, et si l'on pose, pour abréger, 

4 = V g -4- V J/— 

ou encore, en effectuant une intégration par parties, 
, = Yi ^ 

+ /T î__ e Jl«i,j 

J [<.—)<&=• (..-.)(..-,)'] I 

On déduit de là facilement que s se compose d'une partie algé- 
brique, d'une expression de la forme 

f *•+<>, *. 

J («■-■)■ 

et de termes de la forme 



r ''■■-"-<•■, j 



Chacun de ces termes doit évidemment être nul; or un calcul 
facile donne 

P _ 1 . 

on a donc la relation 
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qui doit avoir lieu pour loi? le racine de l'équation /(.r) = o; d'où 
il suit que /(jc) satisfait à une équation différentielle du second 
ordre de la forme 

(i s — i)y"-hxy'-i-'Py = Q. 

La valeur de P s'obtient immédiatement en écrivant que le coef- 
ficient de x", dans le premier membre, csl égal à zéro. On obtient 
ainsi l'équation bien connue 

(4) {x*-—i)/'-^zy - n»y= o. 

2. Puisqueîe polvnome/"(x)esl une solution de l'équation (4), 
on obtiendra une seconde solution de celte équation en posant 



-W*^ 



ou bien, en vertu de l'équation (3) : 

et, en venu de l'équation (a), 

L'intégrale générale de l'équation (4) est donc 

3. Supposons ma in te liai il que. dans l'équation (i), œ (ar) soit re- 
gardée comme connue; pour intégrer celle équation, nous posons 

( étant déterminée par l'équation différentielle 

d'où 



- /* Arf:r 
./ (**-i)fy(*) 

A _ _ V __£__ ■- —1 — 



En posant, pour abréger. 
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a, p, ■(, ... désignant les racines de l'équation y(;c) = o, un 
calcul entièrement, analogue à celui que j'ai développé plus liant 
montre que l'on doit avoir pour chacune des racines 

q(tf — ]) — lipa^o 
et, par suite, 

d'où l'on conclut que »(#) est une solution de l'équation diffé- 
rentielle du second ordre 

(5) (*i-i)«'+3«.'-Ki-ii*)ii = o. 

Si l'on remarque maintenant que cette équation n'est autre qvie la 
dérivée de l'équation (/{). dans laquelle on aurait remplacé y' par u, 
on en conclut qu'à un facteur numérique près <?(&) est égal à 

/'(■«)• 

I! est clair du reste, ce qui est facile à vérifier, que l'équation (5) 
se déduit aussi de l'équation (4) par la substitution 

y= u</x'—i. 



4. Soit m une quantité quelconque; posons 

(ïTï) + /Uj + w^y 

v(x) et f{x) désignant des polvnonies entiers du degré n. 
On en déduit 

puis, en prenant les dérivées des deux membres, 

m(b-a) y'fr) f[x) . f ' \ 
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(G) m(*-o) T (jp)/t*)-1-(a + a)(*-i-ft)[?(a')/'(*)-/(»)T'(*)] = A, 

A. désignant une constante. 

Si dans cette équation on regarde /(a;) comme connue, on a. 
pour déterminer tp(^), une équation linéaire cl du premier 
ordre; en l'intégrant cl négligeant d'abord le second membre on 

posera 

(7) ?<»>=/<*>(=£?)"«. 

S étant déterminée parla relation 

On doit chercher quelle forme doit avoir /(#) pour quec ait une 
expression de la forme donnée par la relation (7); m étant quel- 
conque, on y parviendrait aisément en suivant une marche ana- 
logue à celle que j'ai suivie dans le paragraphe précédent; mais 
on parviendra pins vite à l'équation du second ordre à laquelle 
satisfait/(,r) en supposant que m est un nombre entier. 

Dans ce cas, je ferai remarquer d'abord qu'en vertu de l'équa- 
tion (6), f(x) ne peut être divisible par (x + a), car autrement 
ce binôme diviserait la constante A qui n'est pas nulle; il est clair 
également que /(.#)= o a toutes ses racines distinctes. En appe- 
lant donc a, [3, ... les racines de cette équation, on aura un 
développement de la forme 



kjx + by » 



= y p -+V-g- 



et, pour que z ait la forme donnée par la relation (7), il faut que 
A = o, et ensuite que y = o pour toutes les racines de l'équation 
f(x) = o. En tenant compte seulement de cette dernière condi- 
tion, le calcul de q mon tic facilemenl que. pour toutes les racines 
de l'équation f{x) = 0, on doit a voir 

(a + oK. + *)A«>-H"-«(«~*>-i- a -«-*]/'( a ) = o : 
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d'où l'on voit que f{%) satisfait à l'équation du second ordre 
(9) (* + «)(* + b)y" ■+■ [zx-mia - b) ■+■ a -+- S] / - n(n -: ■ i).X = o. 

5. Cette équation pouvant se mettre sous la forme 

on voit que le polynôme /(#) étant une de ses solutions, une 
autre sera donnée par la formule 

ou, en vertu des équations (8) et (7), 
Si l'on pose, pour abréger, 

une seconde solution sera également donnée par l'équation 

6. L'équation à laquelle satisfait le polynôme v{x) s'obtiendrait 
par la même méthode; mais on voit immédiatement qu'elle se 
déduit delà première en changeant m en — m; cette équation est 
donc 

(» + «) (»+&)[('+ [a» -!-«(«- 6) + «+B] K '-»(»-i- i)a = 0. 

Elle se déduit évidemment de l'équation (9), et il devient facile de 
le constater, par la substitution 






7. Pour obtenir sous forme explicite les polynômes f(&) et 
y (x), je remarque qu'en posant 
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l'équation (9) devient 

cette équation est un cas particulier de celle qui définit la série 
li vpergco m étriqué F(a, ^, Y» S); 



I | ■■■!', il- m- '■ ■ •"■ ■ -I I- | il I ■ f ■ il- 

> { *>-' „.+ , U-i^ + ....(«. + !)(» + ») U-»J 

-(m+l)(m + »)-(>» + ») U~»/ 

Le polynôme fp(ic) s'obtiendrait, à on facteur numérique près, en 
clian^eaot le srene de m dans la formule pri.'cédcol.e. 



8. Comme applica 


tion, supposons «= 1 et b = 


4-' 

et 


~-:£:^:;"(^)' 




(» — 0»(i> -H)(n-t-i) /i-t-»Y 




,.(l_».)(i>-m). ..(»-,«), 



"(l+JM)(B-l-«)...(lt+» 



Comme f--^™) se change en son inverse quand on change x en 
— ;£, on en conclut qiie les polynômes /(.r) et <?(%), donnés par 
les formules précédentes, sont liés par la relation 
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Faisons, par exemple, m = - et n = 3, i! viendra 
/O) = I + 4U- *) + 4(i+ «)■- * (■ + *) 3 
y(^)--^Li-^(i + ^) + ^(« + ^) î -b('+^) 1 L 

ou, e» réduisant, 

/t*) = I(-n-4»+4*»-«*») 
et 

Si l'on désigne par Su la somme des n'™™ puissances des racines 
de l'équation /(a;) = Sx'' — 4 a;S — K x -+■ ' = °! on doit avoir 

Si= S 3 =S, = i ('). 

C'est ce qu'il est facile de vérifier au moyen des formules de New- 
Ion. 

9. Si l'on considère l'expression J-|7£±lY"— il, son déve- 
loppement en fraction continue donnera des réduites dont le dé- 
nominateur/^) sera le même que celui des réduites auxquelles 
conduit le développement de f — - __ I ■ 

En faisant, dans l'équation (9), b = — j et «=-t- 1, on voit 
donc que ce dénominateur satisfait à l'équation différentielle 

(9)' (&- l )y + i( K - m )y—n{n + i)y = o\ 

et, de ce que j'ai dit plus haut, il résulte qu'en posant 

/(*)(~7)"'=<K a: >+- R 

l'équation (9)' a encore pour solution R ( ■ ■ J ■ 



( ' ) Voir ma fiole. Sur un /•nihlinic '!'. l/_"i/r i ' I.UiUetin *Je la Seeiè/è nut thé- 
matique, t. V), 

Je saisis celle ocr.nsion pour déclarer que M. Hnrdiiivill étiiil déjj parvenu aii- 
Icricurciiicnl aux résultai* renfermés liau- rené .Noie. 
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Si nous supposons maintenant que m tende \ 



a pour limite logj — '■ — j; l'équation (y)' devient l'équation bien 
connue qui définit les polynômes de Legendre et l'on voit, comme 
l'a fait voir M. Christoffel, que R en est une solution. 

10. Considérons maintenant l'expression 



ie dénominateur de degré n de lit fraction satisfera à l'équation 
suivante, que l'on déduit immédiatement de l'équation (y) : 






n(«+i)r = o. 



Faisons maintenant croître indéfiniment le nombre m, la fonç- 
ai g.*.- 

lion i -| — - ,' aura pour limite e ï_l " ÛJ , et l'équation pré- 

cédente deviendra 

Telle est l'équation différentielle à laquelle satisfait le déuomiua- 
leur /"(a:) d'une réduite de la fonction e r+s,r ; en posant 
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f(x) désignant le numérateur de la réduite, une deuxième solu- 
tion de cette équation sera donnée par lu formule 



ou encore par celle-ci 

y = Y\e ï +3j '. 

De ce que j'ai dit plus haut, il résulte aussi que <f(x) satisfait 
à l'équation différentielle 

C T + B»)»H'+[a8C T + 8») + (rf-pY)lB'-»('»+08"« = «» 1 
et cette équation se déduit de l'équation (1 i) par la substitution 



Développement de e F '-'î. 

11. Pour traiter un cas un peu plus général, considérons la 
fonction e* 1 * 1 , où l''(x) désigne un polynôme quelconque de 
degré m et posons 






'?(%) elf(x) désignant des polynômes du degré /;. 
On en déduit 

F(«r) = log?[*) - log/(*) + <»»»+') 

et, en prenant les dérivées des deux membres, 

1 ' »{») /(■•■) ' ' 
pois 

(n) E»(») T (.)/(») - »'(■)/(») H- s?M/'M = «»e(»), 

(-)(x) désignant un polynôme du degré m — i. 

Si dans cetle éqnalion on considère /"(x) comme eonn 
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une équation linéaire et du premier ordre par rapport à -s (x). 
On l'intégrera en considérant d'abord le second membre comme 
égal à zéro, et posant 

(i3) T («) = a'W/(*)a 1 

s étant déterminé par la relation 

{H> J /■(*) 

En désignant par ce, J3, . . . les diverses racines de l'équation 
/(#) = o, on pourra poser 

**«_8{*) _ P , V £ j_ V ? 
P désignant un polynôme du degré (m — i)eni; d'où 

ou encore, en intégrant par parties le second terme de la relation 
ou encore 

Si l'on examine cette expression de s, on voit que, pour qu'elle 
ait la valeur assignée par la relation (i3), on doit avoir, pour 
toutes les racines de l'équation f(x) = o, 

, / _ /> F'( a) = „. 

Or un calcul facile donne 
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on aura donc, pour Loules le* racines de l'équation /{#) = o, 

/■»- [t + frij -n.)]/'o-.i 

d'où il suit quc/ï.t) satisfait à une équation linéaire et du second 
ordre de la l'orme 

(,5) y+^F'(»)-îî-^]y+H(*)j' = o. 

Helle équation pcul se me tire sous la iorme 

on en conclut qu'une seconde solution est donnée par la formule 

ou, on vertu des équations (i3) et (i4), 

'12. On déterminerait de même l'équation du second ordre à 
laquelle satisfait «(;»); sans refaire tous les calculs précédents, on 
voit immédiatement que cette équation est de la forme 

06) »--[F W + ^ + |g}»'+K.M«-o; 

c'est d'il reste la transformée de l'équation (i5) quand on pose 

Effectuant cette transformation sur l'équation (i5), il vient 

!3. Nous avons encore, pour former l'équation différentielle; du 
second ordre à laquelle^ salisfail fur), à déterminer le polynôme 
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0{#) et la fraction rationnelle H(.r). qui est de la forme 

/■et»-)' 

K.(^r) désignant un polynôme du degré (2 m — a). A cet effet, si 
nous posons 

/(a;) = fi„ a"' + «i*"- 1 H- a»3"- a - -!-... 
et 

y(ar) = & »"-l- & 1 tf«" , -l-&,a-"- , -4-. . ., 

et si nous désignons par a, [i, 7, ... les coefficients inconnus 
des polynômes et K, les équations (16) et (17) permettront 
d'exprimer, au moyen de tt, p, 7, ... les coefficients a 0J n t , 

ttï; • ■ ■) &»1 à,, 61, .... 

D'ailleurs, l'équation (1a) donne également des relations entre 
ces coefficients et les coefficients inconnus de 6; de ces relations 
on déduira facilement les quantités a, £,7. 

Dans une prochaine Note, je communiquerai à la Société le 
résultat de mes recherches sur le développement de \:i fonction 

gax+bx' et c ] e l a fondion e ax'+kr\ 
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DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE 



Bulletin dit la Sot 



»(#) et/(ar) désignant (les polynômes du degré nelj -j^ J une 
série développée suivanl les puis.sanees déeroi ssnnt.es de — et com- 
mençant, par un terme de la forme ; ^_ t ■ 

Comme p. *' se change en son inverse quand on change x 

en — x, il en résulte qu'à un facLeur numérique près a(x) est 
égal à/( — x); d'ailleurs pour x = ± x>, le rapport j^—lse réduit 
à l'unité; on a donc 

*(*:) = (-')"/(- ■•'->■ 

En employant i;i méthode que j'ai exposée dans une Note pré- 
cédente ('), on ohtient facilement l'équation différentielle sui- 
vante, à laquelle satisfait le polvnome/(.«). 

([) ( I + a7l )y + .( a3 ,_ !)/_ „(„ + ,) 7 = „, 

Le polynôme 9 (,t) satisfait à l'équation 

équation qui se déduit de la précédente par la substitution 

ïhc i-firhil.it a tut moyen de frur- 
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On en conclut que l'intégrale générale de l'équation (i) est don) 
par la formule 

y ^k/W + Bf {-*)*»- ■ «, 

AetB désignant deux constantes arbitraires. 

2. Posons 

»=*(!- M), 

d'où 

l'équation (i) deviendra 

équation qui définit une série hypergéométri que F(ct, [i, y, 
pour laquelle on a 



Cette série est évidemment un polynôme du degré // en 5; on a 
par suite, en désignant par K un facteur indépendant de ,x, 

Convenons de déterminer le polynôme /(.t) par la condition 
que ~~ soit, pour x = -+- co , égal à 

«/ *+,).. (,- t - B -Qpfp-i-i)...fp-^n-0 

en divisant les deux membres de la relation précédente par .r" et 
en faisant croître indéfiniment x, il viendra 



-;(ï-m).-.(v 






...(7 + »-0 
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Si, pour plus de elartc, nous représentons /'(■*) par V„, et si nous 
posons, pour abréger, 

F(-», » + .,,, *]_F<-»), 
on déduit de là 



»> 



F<- 



V„,( T + »)(-,-h«-.) 



3. Cela posé, en désignant respectivement par *, <I>, et * a les 

trois fonctions 

F(«,p, -,,*), F(»-i, p-Hi,T,*) or, F( a + 1 ,p-i,Y,3), 
on déduit facilement, des relations données par Gauss ('), la rela- 

|r t -,.- ( |i-. ) . + .' 



?(T— )„ «<T- 



<t>, <I>, cl "K deviennent respectivement F( — h), F( — /* — i), 
F( — h -H i), et l'on obtient l'équation 

_j(a»- 1 -i) at lf(_»)_( T 4.»)F(_«_,) + (T-il-0P(-n-»-') = o- 
Remplaçons, dans celte équation, F( — h), F(— «-f-i)et 
F( — /; — i) par les valeurs proportionnelles déduites des rela- 
tions (a) ei y par sa valeur i + -, il viendra 

(4) V»M=-(a«+i)*V.+ (B*-i-^Y*-,: 

d. Déduisons de (4) les valeurs de V, J+1) V;, + , et V* +l et por- 
tons-les dans l'identité 

y; H + (,.., ; _+_ , jv^m - ( B h- 0(«+ »>V»m = » ; 

{') Disqutiitiones générales circa sérient (Gai-ss IVerhe, i. III, p. i3o). 
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il viendra, Eoui.es réductions faites, 

(5) a(i + «»)Vi-(3««-i)V.-i- a (*!+!) V_i = 

5. Des formules précédentes on déduit les valeu 
des polynômes V„ : 



Si l'on désigne, en général, par S,„ la somme des m ièmes puis- 
sances des racines de l'équation V„ = o, il est clair que l'on aura 

S, = S a = S f =...= - 



Sj = S 4 = S,=...= — -, 

( étant au plus égal à in — i . 
6. De la relation (4) résulte le développement suivant de 
■ T > en fraction continue : 



■© = 



K) 



7. Les considérations qui précédent s'appliquent, sans aucun 
changement, au développement de la fonction (- I , quelles 

que soient les quantités a, b et m. 

Du reste, cette expression donne en particulier la l'onction 

e" rc w quand on y fait a = i, b = — i et m = — - • 
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DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION 



[> UN POLYNOME. 



1. Étant donne un polynôme F(^) de degré m, on peut déve- 
lopper une fonction quelconque de z suivant les puissances crois- 
santes de ce polynôme, les coefficients élanldes polvnomes en zào 
degré (m — i), et Jacobi a donné {') le moyen d'obtenir ces coef- 
ficients. 

Cette sorte de développement a une importance particulière 
lorsqu'il s'agit d'évaluer des intégrales définies de la forme 
ff(xz)F(s)dg et delà forme //(; —.r) F(=) rf=, les limites de 
T intégrale étant deux racines de l'équation F(z) = o. 

En m'oecupant, à ce point de vue, du développement de e xz , 
de (s — x)" L et de log(s — x), j'ai été assez heureux pour ren- 
contrer quelques-uns des résultats importants donnés récem- 
ment par M. llermile, relativement à l'approximation des fonc- 
tions transcendantes par des fonctions rationnelles, notamment 
dans sa Lettre à M. Fuchs Sur c/ueU/ues équations différen- 
tielles, et dans son mémorable Mémoire Sut -la fonction expo- 
nentielle. 

2. En m'en tenant ici à ce qui concerne la fonction exponen- 
tielle, soit 

F" (3) 

tcli. tler l'oteii.Z!:ii. nine-t l'a/yiiDtn.s (Joufnal de JJor 
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a9 fi ALGÈBRE. 

F(a) = o, on voit facilement que W„ est de La forme 

Mie«+M 1 e'«' + ...+ M„,^, 

M, , Ma, . . . , M,„ étant des polv nomes nn ,x du degré n. 

D'ailleurs la méthode de Jacobi montre que W„ est de l'ordre 
de w m " + "~' ; il en résulte que les polynômes M,, AL, . - -, M,„ ont 
précisément les valeurs pour lesquelles l'expression précédente 
est de l'ordre le plus élevé possible; chacun de ces polynômes, 
renfermant en effet (m + i) constantes arbitraires, les (m-t-i)n 
constantes dont on dispose ne permettent d'annuler dans cette 
expression que les coefficients de je", a; 1 , a; 8 , . . . , x"" ,Jr "~-. 

Ce point établi, en égalant les dérivées prises par rapport à z 
des deux membres de l'équation (i), on obtiendra facilement les 
relations qui permettent d'obtenir par voie récurrente les diverses 
fonctions W„. 

En égalant de même les dérivées prises par rapport à x, on ob- 
tiendra l'équation différentielle suivante, à laquelle satisfait la 
fonction \V„ et où j'ai pose 

F (su) =«'»-(- ksC"-i -(-...+ Kai-i-L. 
\dx" ! dx'"-' dx J j 

_,(„*^; + („_ oa *^z+...+k,) = o. 

\ dx" 1 ' ' dx'"-- j 

L'intégrale générale de cette équation est évidemment C, , C 2 , ..., 
C,„ désignant des conslanles arbitraires. 



Cette équation, du reste, petit s'intégrer directemei 
en effet, d'intégrer l'équation adjointe de Lagrange 



.-^<A.-»> 


d>'< 

" + dx" 


développant, 




\dx'" dx'"-' 


.,,,„; 


—>[».£! 


-(»- 
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et la méthode de Laplace donne immédiatement les m intégrales 
de cette équation 

On se trouve ainsi ramené à la considération des intégrales dé- 
finies qui ont servi de point de départ à M. Ilermite dans son 
Mémoire Sur lu fonction exponentielle,. 

3. Pour considérer le cas ie plus simple, soient 



F(*) = *(«-i) et »w=S(U, + *V.)- 



On) 


rouvera sans difficulté les relations nui' 




u.-' v -- v ", 




V„+,-t-2(2»+l)V &V„- 






d'où 


l'on conclut sans peine 




v.=^-.(-.>.jr'„-«-( 


t!t, f 


i l'on pose 




V„=F a («)«-- *„<*), 



veloppcment de ë' : en fraction continue. 

4. Je mentionnerai encore, à cause de leur utilité dans div 
applications, et notamment dans la théorie des transcendantes de 
Bessel, les développements de e z - r , cos;.r et %\nzx, suivant les 
puissances de (z 1 -+- i) et suivant les puissances de (=- + j). On 
les obtiendra facilement en suivant la méthode que j'ai indiquée 
plus haut. 
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DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION 

SUIVANT LES PUISSANCES CI101SSASTKS ])'UX FOLÏKOÏIH. 



u Journal de Malliviitittiijties du C relie. I. IAXWIII; 1880. 



1. Étant donnée une fonction /(s), développable suivant les 
puissances croissantes de z, etF(z) désignant un poljnome en s 
du degré m, on peut développer /(s) suivant les puissances 
croissantes de F (5) et poser 

(,) /(*) = A„ + A,F(=) + . . . + A„F«00 + • - -, 

les coefficients A , A,, . . ., A„, . . . étani dos polynômes en z du 
degré m — i . Jacobi a donné la méthode qui suit pour obtenir 
ces coefficients ('). On déduit de l'équation (1) 

/(=) = A c 



F*<.= ) T F(: 



-HA^-t-A^-F^H 



imaginons que toutes les fractions conlenues dans cette équation 
soient développées suivant les puissances décroissantes de z, on 
voit que, dans le second membre, les termes de l'ordre de -, 



■■■'i n 


e provie 




t que du 


développera. 


' Mt F(zy 


Si donc 







lii 


B, 


B,„ 







(') Fiitwickehtiig nacii den Potenzeit. eûtes L'anzen. l'olyttotus {Journal de 
Crelle, t. LUI, p. ro3). 
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la partie du développement de -,fr;,r^ t[ui renferme les puissances 
négatives de :■ inférieures eu videur absolue à m = i , il en résulte 
que A„ est égal à la partie entière du produit 



2. Soit, en général, à développer la fonction /(z, x) 
les puissances croissantes du polynôme F{;). 

("'osons 

j _ 60 b, <>i 



/(«») = ï(U«*—i+U. lI *'-i + ... + U 11 ,»-i)F«(3). 

On voit aisément que les coefficients B, , B,, . . . , B m sont res- 
pectivement de l'ordre mn + m — 1, mn -\- m — 2, . . ., mu par 
rapport à la lettre ,x, et, de la méthode donnée par Jaeobi, il ré- 
sulte immédiatement que ces nombres désignent aussi l'ordre des 

fonctions 

u„, u»,,, ..., u„.,„_,. 



3. Soient z\, ;■<,., . ■ ■ , s m \es m racines de l'équation F (3) 1= o; 
je supposerai qu'elles soient toutes inégales et poserai 

F" ( z ) 

(2) t"=I(D M :«-' + ll,, 1 :'"-' + .,. + U,, B .,t+U^,) i * ^ ' n ■ 

En égalant entre elles les dérivées par rapport à z des deux 
membres de cette équation, il vient 



.2.3...*; 



= 2[{m-i)U.*— »+( m - a )D. lt 4*-« + ...-i-U. 1 »- 1 ] r ^î^ ; 
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ou encore, en posant 




i (U„a— ' -t-U,,,,*' 


'- 2 -t-...+ U„ l „,^ a 3+ L : „,,„_,) F ; (;) 


(>l.l = (A.*— ■ + B„«" 


-■ + ... + H.» + K.)F<«) 


I -*«,.— '+?„;» 


'-' + ... + *„« + ),, 


»2(«"*"-'+ D -.' s "-- 1 -- 


..+ u„„_,^u -j , fff. 


= 2K'»- | 1U„=— -Km-* 


)U — • il ) *■<'> 




+»2(A.,~+B„;,"-+. 


■-"-- -■<.), h'"" 1 ,. 


H- 2 (,.^. + ? „,.-. + . 


— ' '^)7^3^' 


d'où les relations suivantes : 








Comme les quantités a„ +1 , p n+ i, ■ • ■ , À u+ . ( s'expriment lin. 
rtient en fonction de U« +( , O u+ , i( , . . . , U, ;+ ,.„,_,, on voit qv, 

coefficients s oui. de la forme 



M et N étant des fonctions linéaires de U„, U„,,, . . ., U„.,„_,. 

Si d'ailleurs, dans l'équation (2), on l'ait successivement 5 = S i; 
s — s-,, ... et z = s, n , on a les relations 

e=.* = U 5' 1 »- 1 + U M ^»-' + ...+ U,,„-,J! 1 + U ll , fll - il 
e=»« = U 5' t "-» + Uo,,^S , " ! +...+ U th ,, n _ a 3 ! + U , m _, 1 

e=»« = U oE ;;r' ■+■ Uo.i-sffi- 2 +. . .+ U ,,„_ S 3 W + U ,,„_, ; 

d'où l'on conclut que U„, Un,,, . . ., U v „_ ( sont des fonctions 
linéaires de e z ^, e 3 ^, . . ., e : » J et à coefficient constants. 

Par suite, L!„ + ,, U M+1)1 , ..., U„ +V „_| sont des fonctions 
linéaires de ces mêmes qnanlif.es, les coeïlicienls étant des poly- 
nômes entiers en x du degré ;i -j- 1. 
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4. Il résulte de ces e 



que U,i est de la forn 



les coefficients M,, M-.. .... M,„ étant des polynômes entiers en x 

du degré n. 

D'après ce que j'ai dit plus liant (n° 2), on sait que le déve- 
loppement de U„ suivant les puissances croissantes de x com- 
mence par un terme de l'ordre de <c»>»+»>-> ; d'où cette proposi- 
tion importante : 

Les polynômes M,, M.., . . . , SJ„ ont précisément les valeurs 
pour lesquelles l'expression précédente est >fe l'ordre le plus 
élevé possible. 

En effet, ces divers polynômes étant du degré n renferment 
seulement m(« + i) coefficients arbitraires et, en disposant de 
ces coefficients, on ne peut annuler dans le développement de la 
fonction que le terme constant et les termes en .7-, x-, ... et 



La propositioi 



t donc démonti 



5. Les formules (.'.'>) permettent de calculer par voie récurrente 
les diverses fonctions U„ ; il est facile d'obtenir l'équation diffé- 
rentielle linéaire du n ltme ordre à laquelle satisfait U„. 

À cet effet, et pour simplifier îes calculs, je supposerai d'abord 
que le polynôme F(s) est divisible par s. En égalant entre elles 
les dérivées par raj ' ' 



v-i (dU n , d 



or, si l'on pose 



v de l'équation (a). 

d\i „,„ t -i 






= U«F<3)-4-(U„.i- «U»)-" 
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Portant celle valeur dans la relation précédente, on a 
dU n _. (flJ„-i _„ dV H ,,„-, tfU„,, K _A F"( = ) 



2' 



dx ' dx '" dx " dx j 1 . i . 3 . . . n 

if) 

(n-l-ï) 



"S [(U "- 1 ~ aVa) ; '"~' + (U -' ~ w«)* m - t +- ■ ■ -+- ("»■— i ~ '"«>-! , .^V. . » ; 
d'où les relations 



dV ,,,,„_ , _ 



que l'on peut mettre sous la forme suivante : 



! u„, 


'-TBT+'V* 


u„, 


, = ^ + «§ + ,, t „ 




rf'»-'U„ rf'"-ïU n 




dx'" -1 dx'"- 1 


f dV n . m - 


1 =nU n -,. 



6. D'après la première des relations (3), on a 

(5) xlj „,,„-., = U„,,„_ s + 7iK n + ).„+, ; 

calculons les valeurs de K„ et de ).„+,,„,_, . 

L'équation (zbà) donne d'abord, parce que F(;) est di\ 
sible par;, 
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On déduit de la même équation 

A„*™-* + B„s'"->-h... + K„ 

F(z) 
+ ( u„ .—i + u„,, .«-i + . . . + U„, W( _ ; + U„, m _, ) Çg; 

d'où l'on voit que K„ est le terme constant dans le développe- 
ment de 



[U„«™-i -+- U„,| a"'-' +. . . + U n , m -,5 -+- U„,,„.| ) = 



ou encore, si Ton désigne généralement par S p la somme des 
p iùmes puissances des racines de l'équation F(s) = o, dans le déve- 
loppement de 

U„=..-. + ,i„.,;..-.-... + U _,( ; + | + §^...). 

On en déduit 

K„= S„,-,U„ -I- S„,_,U„.i+...+ mll,,,„- 1 

el, en vertu de l'équation ( 5} 

-l-nS l U„, m _s + ...+ nS„,_ 3 U„,,-)-«S m _ ! U„ + /U n+ ,,, n _|. 

Prenons les dérivées des deux membres de cette égaillé; en 
ayant égard aux relations (4), il viendra 



/ rf'"U„ ri"'-'Li„ tfU„ \ 

t, <te'" + " rf.r'"-' ■'■■■ + ' "fa ) 



h(mK + S l /i+... + rtS,„_j + 



On a d'ailleurs, en vertu de relations bien connues cl dues à 
Newton, 
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au moyen de ces relations, l'équation précédente devient 
/rf«U„ rf'"-'TJ H . dU„\ 



-4»^S ! +<» ■■.'■■■■ ■ ■■' ■■' " 



...■+ I- 



7. IL estfacile de passer, en faisant un changement de variable, 
du cas où F(s) est divisible pars, au cas général. 
On obtiendra sans peine la proposition suivante 
Si l'on pose 

F(s) = *™+ a^- 1 ■+- bz'«-*--...+ kz -y- l, 

la fonction U„ satisfait à l'équation linéaire du m' ùmc ordre 

( ~~ " ["' S==ï + (m-i)a -^^t- - ... H- /..r J = o ■ 

U„ étant une solution de cette équation, il est clair que la solu- 
tion la plus générale sera donnée par l'expression 

où G,, Cj, . , . et C,„ désignent des consentes arbitraires. 



8. Pour intégrer l'équation précédente et en déduire l'expres- 
sion de la fonction U„, je rappellerai d'abord quelques résultats 
importants dus à I. agi-ange ('). 

A toule équation diflerentiellc linéaire du m'"""' ordre 

(?) A^ + B^i? + ...+ K*: + L r = o 

■' ' rhr.m //:r'"-< dx 



{') Solution de. différents problèmes de Cah-id intégral (Œuvres de La- 
grange, t. I, p. 4 7 5). 
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se rattache une autre équation du même ordre 

(8) ^(A B )-^(B«)+...±^(K U )= F L B = 









" dx y 



c'est l'équation adjointe de la première, et, quand on en a l'inté- 
grale complète, on peut intégrer l'équation proposée. 

En désignant en elïct par «,, u 2 , • • -, u m m intégrales distinctes 
de l'équation (8), on sait que l'intégrale générale de l'équation (™) 
est donnée par la formule 



^.-fh 



où a, p, . . ., A désignent des constantes arbitraires. 

£). Relativement à l'équation (6), l'équation adjointe de La 
grange est 



équation qui peut se mettre sous la forn 
[d'"u d»'-'u , d"< *u 



et la méthode de Laplace en donne immédiatement m intégrales 
distinctes, à savoir : 

u t =J e-"F»(t)dt, Uî =f e -'*F»<t)dt, .... 

Dans ces intégrales, le signe de la limite supérieure doit être 
choisi de telle sorte que pour cette limite e~ tx s'évanouisse. 
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t l'on remarque que, pour l'équation (6), on a 



on voit que l'intégrale générale de l'équation (6) est donnée pai 
la formule 

x I c-'xF»(/)f'»-idl ... f e-"V"(t)dl 

p Ç e-t*F»(t)t>*-*dt ... f e-"F»(t)dt 



£ <-..*. , 



f e-t*V{€)dt 



10. ]| faut encore déterminer les constantes arbitraires a, 
[3, . . ., X de telle façon que l'expression précédente donne la va- 
leur de la fonction U„- Or, une propriété caractéristique de celte 
fonction consiste en ce que son développement suivant les puis- 
sances croissantes de x commence par un terme de l'ordre de 
x mii+ni~t • [[ su |'(j| (jonc de déterminer .les constantes de telle sorte 
que !e développement du déterminant, contenu dans la formule 
précédente, ne renferme pas de puissances négatives de x. 

C'est ce qui aura lieu si l'on fait 

par une transformation facile, on peut mettre alors le déterminant 
sons la forme suivante : 



c 

c 



F'(l)<" 



j V'* F" (()!'" •dt ... f V«F»(!)<il 
f °V'*F«(<)*'»->d< --■ f " e-'*F»{t)dt 



C 



f" 
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3 chacune des intégrales qui constituent les éléments de 
ce détermîuant il un développement de la forme a -+- px-t-ya: 2 , 
il est clair que le développement du déterminant lui-même ne 
renferme aucune puissance négative de x. 
On a donc 

si l'on pose, pour abréger. 



où 0,' 5 a est une fonclion rationnelle de x, donl le dénominateur 
est une puissance entière de x, il vient 



i encore, en faisant passer c,~ ax dans le déterminant et en r 
arquant que 



ei,-i«-i e»,/«-.i •■■ e>,<i 



et des formules analogues donneraient !es valeurs des coefficients 
M s , M s , . . . , M,„. Il serait facile d'exprimer A an moyen d'une inté- 
grale multiple, mais je ne m'étendrai pas davantage sur ce sujet ('). 

( > ) Voir, s 
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IV. 

l>ÉH;i.OrI>E>IENT DE e~~* SUIVANT les puissances de ztz — I). 
il. SoiL 
(9) i"=l(V,*.I,)! 



.,). 



eu prenant la dérivée ne celte équation par rapport à x, on a 1 

relation 

ou liien, comme l'on a identiquement 






d'où 

(v;, = »u._„ 
'"" |ui_o. + v.. 



En prenant la dérivée (3e l'équation (7) par rapport ; 

=2 D - £7 +2(v.-t-.u,) (1 , -oi^Jfc^ 



ou bien, comme l'on a identiquement 

(V.+«tI.X"-0 = "».«(•> -o + eu.-nv.j.-v.. 

On en déduit 

(.V.-< a »+.)U.-V„„ 
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d'où, en éliminant V A et V H+1; 

11 suit, du reste, des considérations générales développées pré- 
cédemment que U„ satisfait à l'équation différentielle linéaire du 
second ordre 

12. De l'équation (g) résulte immédiatement que l'on a 

V„ = t el U, = e* — î ; 

des formules (î i) on lire U, = 6* (a — ?.) + x + a et la formule 
(la) permet de calculer de proche en proche les valeurs des di- 
verses fonctions U„, 

U,= ^(^-(ir-î-r..) — (ari-i- 6jb+ ri), 

U, = e-*(ic» — la;p«H-6osr — lao) -h ;p s -i- îaa:' -.- Co.r + 120, 

lin général, si l'on pose 

d;(» + i)(«-i-a}...( a ft~ijan 
et 

on a 

U. = «*F(a:) — *(«) + ^' /t f b*»-»' *■(■-*!" d« '), 

puis, en vertu des formules (io), 

V, = i, V, =e*-(* + i), V, = e*(aa- — G)4-a-«H- JJB4-6, 



(') Sur les fonctions U„ voir le Mémoire de M. ] 
ponentielle, p. 4> 



,GoosIe 



DÉVELOPPEMENT DE/(î-H3-3) SUIVANT LES PUISSANCES DE 3(3 — 1). 

13. L'équation {9) peut s'écrire de la façon suivante 

si l'on ordonne, suivant les puissances croissantes de x, les coeffi- 
cients V„ etU„qui entrent dans le second membre, cette équation 
sera satisfaite identiquemen t et, par conséquent, subsistera si l'on 
remplace a;' par #,-, quelle que soit d'ailleurs la valeur attribuée à 
cette quantité. 

Posons, en dénolaiu les dérivées à la manière de Lagrange. 
xt= x' f-'l{t), x et ( désignant deux variables arbitraires; l'ex- 
pression symbolique e zx aura pour valeur /(( + xz); nous aurons 
donc le développement suivant 

où r„ et u„ désignent ce que deviennent respectivement V„ et U« 
quand, après avoir développe ces expressions suivant les puis- 
sances croissantes de X, on y remplace x' par x'f {l) {t.). 

Par cette substitution, e* se transforme en f(t-\-x), xe* en 
x f (t + x ) yt > généralement, x'e* en x'f-'^t -+- x); on obtiendra 
donc facilement les valeurs de u„ et de r„, et, en particulier, on 






-[><»-»"i7r 

U. On déduit de 1 



fin ^ >•{«-:> _/:_(_<)_ 



I /(! + »>-/<<) 

_ ftH- ri +/'()) _ »(«-!)»■ /' (H- »)-/'{ ! ) 
(U) ' a i.» u|i>-i! 

.M..-i)(..-a| .f /-(l^a')+/-(l) _ , 

l l.-,.î !«(»«_!)(»»-») '"" 
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où, si l'on adopte la no talion de Gauss, et si l'on pose 

n(„) = , .,...„, 



Comme je l'ai fait remarquer plus haut (n° 2), le développe- 
ment de /(,,, suivant les puissances croissantes de x , commence pai 
un terme de l'ordre &' 2 " + ' ; R est donc également de l'ordre 



la. On aura donc, en négligeant les tenues de l'ordre sii + i, 

_ , /» + ■■■■ )-/"'(') _ n{n-,)x< /■«n-»)-/ - ( 

f n(..-i)(a-t)»' /-(H-»)+/"( l) . 

i.j.3 ï»(i»-i)(»»-i) "■"•■■' 

Si dans la relation précédente on pose 



A' + »)-/(') 

1 viendra 



y f(o*, 

( is ) - = , FC + 'H-gÇ) _ "("-')■■■■ F'»-n-)-F'(Q 

»(»-Q(ii-a) F(n-»)-t-F<t) 

1.1.3 ■.(■.-l)( I .-.) ■'■' 

16. Comme application de la formule (i4), posons 
on a, d'après une formule bien connue, 
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/<»«= 



(-'l/- 1 »(*-0 • 



En portant ces valeurs dans l'équation (i4), on obtiendra la fur- 
mule approximative suivante. 

\" '" ««-, a + ( an _,)(™_ a ) 3 
(,fi) I u-nU-,^-3) L» , 

(a«-i)(a»-a)(a»-3) .', '"' 

où j'ai posé, pour abréger. 



i trouve aisément 

Lj = 3, Lj = - 



7 f»-3)(n — 4) i ("-3)(»-4)("-5) 
^8o(™-i)(2»-3) 9 6 (a«-i)<a»-3)(aii-5) - 1 

En faisant successivement, dans cette formule, n égal à î, 2, 3. 
4, 5 et 6, on obuendra pour le nombre u les valeurs approxima- 
tives suivantes (<), 

t: = 3 + - =3,i4a..., 

~ 9 4.9 ï.9'i" ~~ ' '"' 

^ = '' ! " 7; + ~ + 77^ - 7TT, ', .r-77 = S.^B. . . , 



( ') Il est A remarquer que pour une valeur cntiOrc dn 11 on doit arrêter la fo 
mule (i4) au terme en L„; on doit avoir égard à cette remarque dans l'applio 
lion de la formule (17). 
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î log(l + E37) SUIVAIT LES PUISSANCES C 
m •(»-■). 

17. On a identiquement 

i + » -»■..(* -0 = (>-l-«*)<i + «-«*); 
m en dôtltii t 

1+»» ! + »-»■•(»_,) 



On en déduit, en intégrant par rapport à x entre les limites 

io g (, + ;*) = y"'[i +2 (r^-j);,^^*"^ -'>■]■*"'; 

si donc on pose 

i. l (, + „)=2(. i+ . fc )^, 

on a 

La formule (io) donne alors en posant, pour abréger, 



t i (,.-,)(»-,1 
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B-( ... "'(«) Ç" *'"<& 



18. En posant dans celle formule # = i, il vient pour déter- 
diner log«2, la formule approximative suivante, 



dans l'application de celle formule on doit, pour une valeur en- 
tière donnée de n, s'arrêter au premier terme qui s'annule. 
En y faisant successivement n égal à i, a et 3, on trouve 

.,.-!-.„.. 

los»= j--i=o,68j5, 

La valeur exacte de ce logarithme est 

0,69314. 
Paris, le 3o mars ,879. 
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LE DEVELOPPEMENT DE (* 

SUIVANT LES l'UISSANCES DE (; 2 — l). 



Dans une Note que j'ai eu récemment l'honneur de présenter 
à l'Académie, j'ai montré, par l'exemple de la fonction e 15 , la 
liaison remarquable qui existe entre l'approximation des fonctions 
au moyen de fonctions rationnelles et leur développement suivant 
les puissances d'un polynôme. 

Le même fait a lieu à l'égard des fonctions (x — s)"' el log(# — 5), 
quoique d'une manière moins directe. 

Pour prendre l'exemple le plus simple, soi ta développer (x — z) m 
suivant les puissantes croissantes de (;*-— 1). Posons 

on obtiendra facilement les relations suivantes : 

>nV„ = xV'„ — V'„— V;^,. mV„ = t\"„— U'„ , 

U; = — (an -H 1) V„ — (« + i) V«+i, V'„ = - a(» + r) U* +t : 

d'où l'on conclut que V„ satisfait à l'équation linéaire du second 
ordre 



?;■'•; 



la n'""" réduite de la fra 



1 /(*) 

■1 ; je veux dire par là que f(x) et f(x) sont des pol 
i du degré n, tels que le développement de 
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suivant les puissances descendantes de In variable, commence par 
un terme de l'ordre de „ ni _ l ■ 

On sait (') que l'expression f{x) — v{x) ( ^^- V" satisfait à 

l'équation 

, . ,d s u , .du 

d'où l'on voil que p = (i + ■)"/(«) -(* — ')"?(«) salisfait 
à l'équation 



On peut donc énoncer la proposition suivante : 

Si l'on désigne par %î—\ lu a' 1 '""-' réduite de ( ' ~— 1 , le 
coefficient de z{z" — i)", dans le développement de (x — z) m 
suivant les puissances croissantes de (z- - 1), est égal à la n' éme 
dérivée de l'expression 

(* + i)-/<*)-(*-0-?<*)- 

Des circonstances toutes semblables se présentent dans le déve- 
loppement de (x — s)'" suivant les puissances d'un polynôme de 
degré quelconque. Je ne m'étendrai pas davantage à ce sujet, me 
bornant à considérer, à cause de sa simplicité, le développement 
de log(;r — s) que l'on peut considérer comme correspondant au 
cas où m devient égal à zéro. 

F(z) étant un polynôme du degré m + i , soit 

lo-O - s) --- 1 ( U„ + „.+ J«i V„) F- ( ; ), 
on en déduit 



(') Koû-, par exemple, ma Note -S«c l'approximation des foliotions d'une 
variable au moyen de fractions rationnelles [ /lulletin de la Société mathéma- 
tique, t. V, p. 85). 
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En désignant, par z , s ( , . . ■ , -« les racines de l'équation 
F(s) = o, considérons l'expression 

où TI, II,, ÏI 2 , . . . , U,„ sont des polynômes entiers du degré n qui 
rendent l'expression Ode l'ordre le plus élevé possible en -, c'est- 
à-dire de l'ordre de -—; ■ „ ■ ■ — ■ 

M. Henni le a montré (') que la (n-\- i) 1 "™*' dérivée de il est 
précisément p:,,.,.,-,,, ; on en conclut que V„ et la n ièmc dérivée 
de H ne peuvent différer que par un terme constant. De la règle 
donnée par Jacobi, on déduit d'ailleurs que V„ est de l'ordre de 
ma+ia-nt ' P ar su ' tc l es développements de V„ et de , - suivant 
les puissances décroissantes de ,r, commençant tous les deux par 
un terme de l'ordre de ■ ■ ;„„—— et ces deux fonctions ne pouvant 
différer que par une constante, on a V„= -j—^ • 

Ainsi : 

Lecnef/icierttde z'"\-"{z), dans le. développement de log(x — s) 
suivant les puissances de F(s) est égal à la. dérivée n iime de 
('expression 



où les polynômes, du degré n, P, P,, P 2 , ..., P m ont précisé- 
ment les valeurs pour lesquelles l'expression, précédente est 
de l'ordre le plus élevé en — 

(') Sur quelques •Jt/uat.itiits différentielles lin du ires {Journal de llQrchardt, 
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REDUCTION DES FRACTIONS CONTINUES 

de e Ffx \ F (,r) désignant i;n poi.vxo.he r.NUKii, 

Compl.cs rcm.li/s îles s 



i . L'étude du développement en fractions continues d'une fonc- 
tion d'une variable conduit, dans un très grand nombre de cas, à 
bi considération d'équations différentielles linéaires et du second 
ordre qui jouent un rôle important dans cette étude. Elles ont 
pour solutions les polynômes qui forment lus dénominateurs des 
réduites. 

Dans deux Notes précédemment publiées ('), j'ai déterminé la 
forme de ces équations ; pour résoudre complètement le problème, 
il restait à déterminer les coefficients des polynômes qui entrent 
dans leur expression : c'est à quoi je suis parvenu par une mé- 
thode très générale et qui s'applique à tous les cas nombreux et 
importants que j'ai examinés dans les Notes que je viens de rap- 
peler. 

Dans le Mémoire que j'ai l'honneur de soumettre aujourd'hui à 
l'Académie, je traite seulement le développement de la fonction 
e F "', où F(x) désigne un polynôme entier d'un degré quel- 

2. Soit %' 4^ une réduite de e 1 '■'''. fJs) et a a (x) étant deux 
polynômes du degré n; j'ai montré que /"«(#) est une solution 



(■) Sur l'approxuiu/lion des fonctions d'une, variable ou moyen, des frac- 
tions rationnelles (Jiullelin de la Soc. ma/h., t. V, p, -8), 

Sur l'approximation d'une classe, de diverses transcendantes qui com- 
prennent comme cas particulier les intercales iiyptreitiptiijues {Comptes 
rendus, t. LXXXIV, ]). G43). 
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(l'une équation 1 1 1 11V: rt: n I it-ll<' linéaire de la l'orme 

où B„(x) et Il„(x) désignent des polynômes entiers ayant res- 
pectivement pour degré (m — 1) cf. ■i(m — r). 

Le problème à résoudre consiste à déterminer les coefficients 
des polynômes 9„(x) et H„(:c), ou plutôt à trouver les relations 
qui lient entre eux les coefficients des divers polynômes ©„(#). 
6«-i (%), ■• -, H„(a:), H„_,(x), . . ., de façon à pouvoir en dé- 
terminer la voleur par voie récurrente. 

A. cet effet, en posant, pour abréger, 

,n__ Pt*} _ d_ e;(» ) H,fs) 
"w 1 a ^ ae (i (aî) tfe B 0)' 

rji _, e,,,;^) F(^)-p 

_^ b-j _ Fiai} __ _^ e^Q) , H .-,;») 

puis 

R-i-S = G, R— S = K et A = e„(r)e„_ 1 (^), 

je remarque que, en désignant par |3 une constante convenable- 
ment choisie, l'expression rationnelle 

est un carré parfait; de plus, Q étant la valeur de sa racine carrée, 
on a identiquement 

identité qui exige tout d'abord que l'intégrale / — — ne renferme 

pas de partie transcendante. 

De là découlent les relations cherchées entre les coefficient 
des polynômes (-)„, 0„_i , . . . . H„, H,,..,, .... 



,GoosIe 



'S. Comme application de lu théorie générale, faisons 
Dans ce cas, f n {x") satisfait à une équation de la forme 

et le problème à résoudre consiste à déterminer, en fonction de (( 
et de n, les coefficients a„, P„ et Q„. 
En posant, pour abréger. 

(a) Q„-+- — — i.„-a = B et Q„_, + ?—± — a„_, - a = G, 

l'identité (i) donne les relations suivantes : 

4. La solution du"*probIème est ainsi ramenée "a "une question 
d'Algèbre élémentaire. Si, en effet, entre les équations (4) et (5), 
on élimine successivement 15 et C, on obtiendra deux équations 
du quatrième degré auxquelles satisfont respectivement ces quan- 
tités et qui sont de la forme 

(6) *(B, *„, «_,» = o 
et 

(7) *i(C, «„, »„-!, n)=.o. 

Si maintenant on observe que lî se déduit de C par le change- 
ment de n en (« + i), deTéquation (7) on déduira une nouvelle 

équation 

(8) *,{B, a„ + „ z„, « + i) = o. 

En écrivant que les équations (6) et (8) ont une solution corn- 
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mime, on obtiendra une relation entre les trois quantités c 
tîves rt. ll+l , y.,, ot ?.„_( qui permettra de calculer par voie récurrente 
les coefficients a p . La valeur de la racine commune donnera R, 
puis G par le changement de n en (n — i); ces calculs effectués, 
les formules (a) et (3) détermineront P„ et O n . 
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RÉDUCTION EN FRACTIONS CONTINUES 



1. La méthode que j"ai employée, dans un Mémoire présenté 
récemment à l'Académie, pour le développement en fractions 
continues de e t[r] , s'applique entièrement à un cas beaucoup plus 
général, à savoir quand la fonction à développer satisfait à une 
équation différentielle linéaire et. du premier ordre, dont les coef- 
ficients sonl (les fonctions rationnelles de x. 

Soit V une fonction satisfaisant à l'équation différentielle 

(i) V'=FV4-*, 

où F et <t> désignent des fonctions rationnelles quelconques de x. 
Supposons, pour fixer les idées, que V soit développai} le sui- 
vant les puissances croissantes de x, et soit ^ une réduite de V, 
»„ et/,, étant des polynômes entiers du degré n, choisis de telle 
sorte que le développement de V — ^ commence par un terme 

De l'équation (i) on déduit immédiatement la relation 

(■,.) ?„/,; = M* + ?»/ n F +/•♦ = ^-e B , 

où 0„ désigne une fonction rationnelle de x, dont le dénomina- 
teur est connu et dont le numérateur est d'un degré déterminé. 
Cela posé, formons l'équation différentielle 

qui a pour solutions 
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d'après une proposition 

JN _ _ 
M ~ ~dTr, " 

ou, en vertu de (a), 



D'où il suit que /„ satisfait à une équation différentielle du 
second ordre, de la forme 

(3) 7 -_(H + |î_ F ) / „ H . r = o, 

II,, désignant une fonction rationnelle de x dont le dénominateur 
est connu, le numérateur étant d'un degré déterminé. 

2. Dans un assez grand nombre de cas (ce sont les plus simples 
et par cela même les plus intéressants), les fonctions rationnelles 
B„ et II„ se déterminent immédiatement et le problème est com- 
plètement résolu. 

Dans le cas généra! où celte détermination est plus difficile, on 
peut employer la méthode suivante pour trouver entre les coeffi- 
cients des fonctions 0„, H„, 0„_, , H„_,, ..., des relations qui per- 
mettent de les obtenir par voie récurrente. 

Considérons l'équation 

à laquelle satisfait /„ et dont la solution la plus générale est 
donnée par la formule 



où A et B désignent deux constantes arbitraires; puis l'équation 

M «" — N «' — P = o, 

à laquelle satisfait /„_, et dont la solution la plus générale est 
donnée parla formule 



,Google 



ÎS4 AI.OÈBllE, 

cela posé, formons ['équation différentielle linéaire et du qu; 
trième ordre à laquelle satisfait la fonction 



Il est facile de former cette équation, dont les coefficients ne 
renfermeront d'autres quantités inconnues que les coefficients 
de 8„, H„, ©„_, et H„_, ; or cette équation admet évidemment 
comme solution 

s = (/, i î>*- 1 -/ -lï*) e - r ™* 

et, d'après une propriété élémentaire des fractions continues, on 
soit que, à un facteur constant près, 

/„/„_, -/_ l9 „ = *»-. 

L'équation différentielle du quatrième ordre en z est donc identi- 
quement satisfaite quand on y fait 



et de là découlent les relations cherchées. 

3. La méthode que je viens d'exposer présenterait, dans la pra- 
tique, des difficultés de calcul presque insurmontables, même dans 
les cas les plus simples. Pour pouvoir l'employer sans trop de 
longueurs, il est nécessaire de lui faire subir des modifications 
que j'ai développées dans le Mémoire cité plus haut et relatif à la 
réduction de <? ri - J - en fractions continues. 
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REDUCTION EN FRACTION CONTINUE 

DE e fW , 

I 1 ' (.!.') DÉSIGNANT f)S POLYNOME BMÏIKII. 
Journal de Matti.emat.ir/ues pures et appliquées, t. VI; i88u. 

L'étude du développement en fraction continue d'une fonc- 
tion d'une variable conduit, dans un très grand nombre de cas, 
à la considération d'équations diff'éruTUi elles linéaires et du second 
ordre. Elles ont pour solutions les polynômes qui forment les 
dénominateurs des diverses réduites. 

Dans deux Notes précédemment publiées ( ' ), j'ai déterminé la 
formede ces équations; pour résoudre complètement le problème, 
il reste à déterminer les coefficients des polynômes (lui entrent 
dans leur expression. 

Ce problème présente d'assez, grandes difficultés cl j'ai essayé 
de le résoudre dans la Note qui suit; j'y traite seulement le déve- 
loppement de la fonction e e{ ' :> , où F(x) désigne un polynôme 
entier d'un degré quelconque, et je fais l'application de îa théorie 
générale au cas où F(x) est du second degré. 



1. Soit F(x) un polynôme entier de degré ?n; posons 
o„(x) el/„(x) désignant des polynômes du degré n. 

(') Sur l'appro.riiiHi.ti'111 des Jonctions /fi/ne variable au moyen des frae- 
tio/is rationnelles : iiidte.liu de la Société )>mi h' : mnli//ne >!.•: France, t. V, p. ;8. ) 

Sur l'approximation de diverses transcendantes qui renferment comme cas 
particulier les intégrales hypere.lli.pti/ja.e-i {Comptes rendus des séances de 
VJcademie des Sciences). 

{') Dans tout ce qui sait, je désigne généralement par (.«') une sùrie ordonnée 
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On en déduit 

F(*) = lo SÎ „M-lo 6 /„<*) + (*'•-■), 
puis, en prenant les dérivées dus deux membres. 



F'(*)T.(»)/.(»)-ï;C»)/.(») + ?■(*)/.(*) = «*-8,(*). 

0„(^) désignant un polynôme do degré (/h — 1), qui généralement 
ne sera pas divisible par x. 

Si, dans cette relation, on considère fn{x) et 6,,(;c) comme 
connus, on a, pour déterminer ®„(x). une équation linéaire et 
du premier ordre. En l'intégrant d'abord, en négligeant le second 
membre, on aura 



(1) 
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i, comme on 
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où P est un polynôme du degré (m — i) e 
On en déduit 



icore, en intégrant par parties le deuxième terme du secc 
bre de la relation précédente. 
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Or la valeur de ; ne peut, comme cela résulte de l'équation (i 
renfermer d'autre transcendante que la fonction e" 1 * 1 ; on a don> 
pour toutes les racines de l'équation /«{#) = o. 

q—pF'(3.) = o. 

Un calcul facile donne 



L a 6„(a)J- /M ' y ' A J 

d'où il suit que le poljnôme /„ (x) satisfait à une équation li- 
néaire et du second ordre de la forme 

où H„(x) désigne un polynôme entier en x du degré 2 (m — 1). 
2. L'équation (3) peut se mettre sons la forme suivante : 

On en conclut qu'une seconde solution de cette équation est 
donnée par la formule 

7 =/„(,)J -^ 

ou, en vertu des relations (1) et (a), 



3. C'est sur cette importante propriété que je m'appuierai pour 
déterminer les coefficients des polynômes ©„(#) et \\ a (x). 
A cet effet, je remarque que/,,. t (ic) satisfait à l'équation 



a(fl-i) B;,..,(.r) ! ll,,-,(y) 
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lont une seconde solution est 

Formons l'équation linéaire et [du quatrième ordre Û = o, 
uquelle satisfait l'expression 



la solution la pins générale de relie équation est, en désignant pai 
A, fi, G et D quatre constantes arbitraires. 

*/»(«)/.-. (») + B/„(») ? _, (.) «-«* 

+ C/„(i:) ! ,(»)r»»+D f ,(.), M (.)«^'«. 

I^n pai'l.icn !ier, elle est satisfaite par l'expression 
«-1-> [/»(«) ï-i(»)-/»-i(«)T-(»)L 

dont il est facile d'obtenir la valeur en se servant d'une des pro- 
priétés les pins élémentaires des fractions continues. 
Avant en effet 



on en déduit 

d'où 



= (* 



M désignant une quantité eonstante. 

A. De là résulte que l'équation fi = o est identiquement salis- 
faîte quand on t'ait 

ce qui ne peut avoir lieu qu'en établissant certaines relations 
entre les coefficients des polynômes inconnus 0„(.r), H„(x), 

e.-tWaii.-iW. 
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Mais, pour obtenir ces relations, il est plus commode de trans- 
former d'abord les équations (3) et (4)- A cet effet, je poserai 

cl 



lin faisant, pour abréger. 



e H {x) "a j" ar» ' a 2» a" 6„(*) ttS.f*) 



■ e;_,(^> F(*)-i 



F"{^> d t e;,_,(^) , H H -,(ar) 



les équations (3) et (4) deviennent respectivement 
(5) Y'=RY, 



Formons maintenant l'équation linéaire et du quatrième ordre à 
laquelle satisfait l'expression 



ayant identiquement 

yu = «i-i rw /e,(»>d^(*) z, 

et x 2 " -1 e _1 ' (Jl étant une valeur dej'», on voit que l'équation diffé- 
rentielle en Z a pour solution 



•M*)e«-,(*) 



"/•.(*)8ji-i(*) 



.Google 



on obtiendra facilement une relation linéaire entre Z et ses trois 
premières dérivées. 

De l'équation (7) on déduit en effet 

(8) Z' = YU'+UY', 

puis, en vertu des équations (5) et (6), 

; 9 > z'-{R + S)z = 2 ru', 

puis, en dérivant une troisième l'ois, 

( 10 ) z"— (R-hS)Z' — (R'-b S')Z = jRVU'-hîSOY', 

et enfin 

, Z»- 2 (R + S)Z"-2(R'-f-S')Z' 

( + [(R_S)>— R"- S"]Z = siVYtJ'+îSUY'. 

Si maintenant, entre les équations (8), (n>) et (ir), nous 
éliminons les quantités YU' et UY', nous obtiendrons la relation 

cherchée 

, , I 

'.'" — (R+S)Z'-(R'+S')Z 2R aS = 

'.' v -y(R-i-S)Z"— - < (1V+S')Z.'-^|(H~S) S — R"— 5']Z 2 IV aS' | 

ou encore, si l'on pose, pour abréger, 

I! + S = G et R — S = K, 

( , ) ,._|'z-- 1 oz-.(,4_ 3 a.), + (K !+ --G.)z = „. 

0. La relation précédente peut, comme il est facile de le vé- 
rifier, se mettre sous la forme suivante : 

(i3) -^(gZ'-ZZ"-h -Z'*) = KZ fliZdx. 

Je remarquerai d'abord que, le premier membre de cette iden- 
tité étant une fonction rationnelle de x, l'intégrale fK'Ldx ne 
doit renfermer aucune partie transcendante, et de là découlent 
immédiatement un certain nombre de relations entre les coeffi- 
cients des polynômes 6„(.r), ll H (.r), ©„_,(;c) et H„_.,(x). En 
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second lieu, cette intégrale ne doit renfermer aucune quantité 
constante; en elfet, le produit de cetle constante par K.Z donnerait 
une quantité irrationnelle qui ne peut exister dans l'expression 
EfGZ'-ZZ' + iZ'.). 

En intégrant la relation (i3), il vient, en désignant par [3 une 
constante convenablement choisie, 

ap 4-GZ 1 — ZZ"-t-|Z'»= -^(/KZd*)*, 



Le premier membre de cette identité étant une fon< 
nelle de x, il en résulte que l'expression rationnelle 

7,2 Z Z* 



7. Comme application des résultats obtenus, je ferai 

« désignant une constante arbitraire. 

On voit que, dans ce cas, f H (x) satisfait à une équation diffé- 
rentielle de la forme 



6«(w) = »-«., 



et le problème 
a„, P„etQ„. 






.Google 



On en déduit, en posant, pour abréger l'écriture. 

P„ + P„_, - a(a/i - i ) a - J - "-— = A , 
Q.-l- £-«.-«= B, 

et 

P„— Pa-t— la- — -+- '-?—!- = D, 

les formules suivantes : 



K ^£ + ^ + ._5_ 



9. On n 
Posons 

il viendra 

/ • dx i r dx 3 r d.x 
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ou, en ell'ecLuant le: 






_J__S± yg , i *-«-, . *-_», 

Gomme celte intégrale ne doit pas contenir fie partie transcen 
clante, on a 

d'où 



(,;) A«,P„-j,.«-»(^- — - 

10. On a 

^i f KZ </* = îMx -iN+" + - — — 
Z J x ■>. x- a a 



= <f « + .c+ - 



4 4 à' 






i(l + (i)^+8(o-,,?).r-i-i(<.>+«,3) 



-(-^)^ r 
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L'identité (i4) donne alors les relations suivantes : 
(,8) M*=n-p, 

( 2 o) N>+2 n M = a = +î p, 

(,,) A + ^H + n^-j^^o; 

13 = Ma,,— N-h — 
et 

C =— Mi„_,+ N — . 

Ces deux dernières sont, comme il est facile de le voir, identi- 
quement satisfaites. 

Des équations (21) et (17) on déduit 

n - f±-L. —) ■ rc*«-i -i- c<T« _ p» 

On a ensuite 

B>= (ll,„- N+ — V; 

d'où, en développant le carré et en remplaçant M 2 , MN, N 2 et N 
par leurs valeurs tirées des relations (18), (19), {20) et (22). 

On a de même 

d'où, eu développant et en remplaçant M 2 , MN, N* et N par leurs 
valeur, tirée» des relations (,8), (19), (30) et (m), 
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FRACTION CONTINUE DE e M ''"\ 3JJ 

11. La solution complète du problème est maintenant ramenée 
à une question d'Algèbre élémentaire. 

Si en effet, entre les équations (a3)et(a4); on élimine suc- 
cessivement C et B, on obtiendra deux équations du quatrième 
degré auxquelles satisfont respectivement ces deux quantités, et 
qui sont de la forme 

(a5) *(B,. lll «_ 1 ,,0 = o 



(*6) * i (C I * J ,,«_i 1 ii)=o. 

Si maintenant on observe que B se déduit de C par le chan- 
gement de n en (n -|- i), de l'équation (26) on déduira une nou- 
velle équation 

(27) *,(B, ■„.„■.,» + i) = o 

Ces deux équations (a5) et (a-), auxquelles satisfait B, sont 
d'ailleurs distinctes, puisqu'elles ne renferment pas les mûmes 
lettres; en écrivant la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'elles aient une racine commune, on obtiendra la relation qui 
lie ensemble trois quantités consécutives 



et cette relation permettra d'obtenir ces diverses quantités par 
voie récurrente. 

La valeur de la racine commune donnera B, et par conséquent 
Q„; enfin, la valeur de G se déduisant de celle de B par le chan- 
gement de /) en 11 - — 1, la formule (2a) donnera la valeur de P„. 
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LA FONCTION EXPONENTIELLE. 

liidktiii 'M: lu Société iiintlm'iic.iliqiie. 1./1: France. I, VIII; iS8u, 

1. Soient a, b, c, . . -, l, m quantités arbitraires et F, F,, F a , .... 
F ,„__,, ni polynômes entiers en x. Si l'on désigne respectivement 

par a, fi, '(, ... Â 1ns degrés de ces polynômes elsi l'on pose, pour 
abréger, 



figurent Ses u. -j- m coefficients des polynômes F, F ( , .... F,„ 
F.n donnant à l'un d'eux une valeur arbitraire, on peut enco 
disposer des (u. + m — i) autres coefficients de façon à annub 
dans le développement de V suivant les puissances croissant 
de x, les coefficients de 



Les polynômes F, F,, . . . , F /J( _, étant ainsi déterminés, le déve- 
loppement de V commencera par un terme de l'ordre de .£f- + '"~' . 
Dans une Note publiée dans le Journal de M. Borchardt {'). 
M. Hermite a donné une méthode très simple et très élégante pour 
déterminer les valeurs de ces polynômes. Depuis, dans le cas par- 
ticulier où tous les nombres 7., (i, y, ...,)> sont égaux à un même 
nombre n (-), j'ai rattaché la recherche de l'expression V au déve- 
loppement de i? : - r suivant les puissances croissantes du polynôme 



(') Lettre de M. Hermite à M. liorchardt {Journal, (le M. liorchardt, I 
( ■ ) Sur le développement d'une fonction suivant les puissances croisa, 
d'un polynôme {Jownal de M. Borchart, 1. tiH). 
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el, on posant 

j'ai montré que V était une solution de l'équation différentielle du 

I d>" y d'"~' y d'"~ 1 v dv \ 

x \l~m ^P-n^ï -^ { i~r.m-i " i_ "-"'" ! ^ ■ Jrt y) 

Jm d " l " ljr ■ 
L da""-< 

Si l'on représente, pouf un instant, par 

Dr, D»jk, l ,3 .r ■ ■ . 

les dérivées successives dey, l'équation précédente peut se mettre 
sons la forme symbolique qui suit : 

.r/(Di r -/(D, / = l ,, 

± Dans le cas plus général où les nombres y., f fi, y, . . . sont 
différents, il est aussi facile de former l'équation différentielle à 
laquelle satisfait V. 

Si l'on pose, pour abréger. 

celte équation différentielle peut s'écrire sous la forme symbolique 
(.) »/(D)>-[»/,(D) + p/ t (D) + ...+ l//(0)lr = '». 

et ou le démontrerait aisément en suivant la voie indiquée par 
M. Hermite dans la Note que j'ai citée ci-dessus. 

3. En particulier, si m = 3, l'équation (i) peut s'écrire 
r\y'" — (a + b-h C )f-h{ab+ bc -h ca)f — abey] 

-+■ (-j.br. -\- $ca-\- -{ab)y ! = o 

En supposant, ce qu'il est toujours permis de faire sans nuire à la 
généralité du problème, que 
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l'équation précédente devient 
j x[y"'-(b+c)y+bcy\ 

Je me propose, dans ce qui suit, de démontrer directement celle 

équation. 

4. Soient F, F, et F a trois polynômes en œ dont le degré soit 
respectivement marqué par les nombres a, fi et y; on peut dis- 
poser des coefficients de ces polynômes de telle sorte que le déve- 
loppement de l'expression 

V = F 4- F,e** + F a e«> 

commence par un ternie de l'ordre de x x+ P + t +a . 
On a donc 

F + F 1 «*-+F 1 ««=(««f+T«) 1 

ou , en Taisant, pour abréger, a + |3 + y = p., 

(3) F + Fi«*-+F,««r=(art««) ('). 

En formant successivement la première et la seconde dérivée de la 
relation (3), il vient 

(4) F '+ e *ï(F;-HiF 1 j + e«tFi + cF J ) = (^l A+1 ) 



j) F'+e**(FÏ + a6F' ) + è*F,J-)-e™(F^ + 2cFi-t-c'F5) = (rf), 

Fn résolvant les équations (3), (4) et (5), on a 

I F F, F s 

i= F' FJ-héF, FJ-hcFj 

j F" F'f 4- a A F', + fis f, f; + ■■>. e V\ + c 2 F, 

= (rf+') F', + 6F, Fi+cF, 

(xV-) ¥'[ + aôF; -+- i«F, F" -+- 2 eF' a -t- c>F s 

(') Ici, comme dans tout Ce qui suit, je rlOsignc gisnénilcment, indépendam- 
ment (le la niiluvc îles m efficient-, par (.ri' ) une si! ri p ordonnée suivant les puis- 
s (le a: et commençant par un terme en xf. 
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d'où il résulte que A est divisible par xv-, et, ci 
celte expression est précisément du degré a, on a 

i= Mal*. 
M désignant une quantité constante. 

i». Je pose, pour abréger. 

A = Marl* = PF'— QF'-h RF, 
puis 

et enfin 

Comme on a évidemment 



m en déduit 

P = e -^n „,. q = e-ifc-f-rf „/ et |i = g-[ 

Considérons main tenant l'équation différentielle 



(6) Py-Qy+Ky = H.x*. 

Cette équation est satisfaite quand on y fait/ = F; Ja même équa- 
tion est également, satisfaite quand on y fait y = a ou y = c. 
pourvu que l'on y remplace la constante M par zéro. 

Si donc on élimine, par différenliation , la constante M de 
l'équation (G), l'équation que l'on obtient 

P *?*-*- (P J-Q*- 3 nP)y 
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c'est, par suite, l'équation à laquelle satisfait. l'expression V. En y 
remplaçant 1', Q et R par leurs valeurs données plus haut, elle 
prend la forme suivante : 

( wxy-"—[(b^-c)x-\-<x}wy" 
(A) ^ +\xu> + x(b^c)w'-xw"^^\y 

{». Pour simplifier celle équation, je remarque que l'équation (6) 
a une solution entière, à savoir le polynôme F. 11 est. facile d'ail- 
leurs d'intégrer cette équation, puisque l'équation obtenue en 
retranchant !e second membre. 



fin employant donc la méthode connue de 1 
slanles arbitraires, je poserai 



On en déduit 

i' Ma * ton i ic Ha * «r i 

Comme l'une des valeurs de jf est le polynôme F, on voit que 
l'intégrale 

ne doit renfermer d'autre transcendante que la fonction e~ i:r . 
En désignant par X une racine quelconque de l'équation P = o, 



V g , y ? . 
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l'intégrale précédente devient 

Cette expression ne devant renfermer d'autre transcendante que 
e~ bx , on doitavoir,"pour toutes les racines de l'équation P().) = o, 
la relation 

or un calcul facile donne 

p _ ». F:,qi _ r(M 

q 1 l'.li.i !"().)' 

On a donc, quelle que soit la racine considérée de l'équalion 

!>().) = o, 

|i \",0.) >"(»> , 
Ï + TMÎ)-F(T)- 6 ' 

d'où l'identité .suivante, où G désigne un polynôme de degré y ; 

{-} ^V:,l" -v- ;j.F ■.('' - -tF^I'" - bz¥,P'-i-GP = n. 

7. Pour déterminer le polynôme G, je remarque qu'en négli- 
geant les multiples de F 2 on a, par la définition même du poly- 
nôme P, 

I'^I-'lFÔ 

ïFiP'+GPso, 

d'où, en remplaçant P et l J/ par leurs valeurs congrues suivant le 
module F„ 

»F,F', F: + (c - 6)^F,F;i -i- GF, f; = o, 

puis, en divisant F,F;, 

G = (ft — c)xF' i — VF"? 
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m désignant une quantité constante. 

En portant celle valeur de G dons l'équation (-), elle devient 

(8) *F,P»+(&fBF,— »F r ,-(jLFï)P'— [mF,H-(6 — e)»F',— »FÏ]P = o; 

P étant du degré (|3 -h";')' on trouve facilement, en égalant à zéro 
lo coefficient du terme le plus élevé dans la relation précédente, 

6(P -+- i) — m - 7 (fi - c) = ■>. d'où m = 6^-h c- f . 

8. En employant maintenant les relations 

j'introduis les fonctions iv et c dans l'équation (8). 
lin effectuant ics calculs, on obtient la relation 

que l'on peut mettre sous la forme suivante : 
afw"-[(6-hc)*+ f i]«''-(-[6eaf+[i(6-i-c)-Bi]iK-f-ï((.' ( p-p'«.'). 

,1e remarque mainlenani que, ii' étant égiit à t/v' — r»', l'expression 



On a donc identiquement 

a^-aï-ftù + o . ï -+; J ] 1 v/-h[/;^^|/( b -:,c) -m\w = o. 

Tirons w de celle relation et portons sa valeur dans l'équation (A): 
iv, »>' et iv" disparaîtront, et l'on obtiendra une équation de la 
forme 

*;/'- [{* + 0)37+ (i]^H | i C3 7 + ,x(fi + c) - m]y+ Ilj - o. 

On déterminera H en remarquant que, l'équation précédente ayant 
pour solution le polynôme entier F qui est du degré %, H est une 
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constante, cl que le coefficient (In x a dans le premier m 

H-t-a6c; 

on a donc 

II = — sfcc. 

9. Si maintenant on remplace respectivement ;j. i 

y. + P -+- ■{ et £fi + cy, l'équation devient 

+ [ic^ +a(A -l-e)-l-cfi -+- 6 y]/' — *£cy = o. 
et on peut la mettre sous la forme que j'ai mentionnée [ 

- |(« + P + ïir'- t«f * + <0 + C P - ft vjy + «**J'I 
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SUR LA FONCTION 



Bulletin du la Socië 



■m"-- 



: propose d'abord de développer 
cet effet, je poserai 



"/. 






?« et/,, désignant deux polynômes entiers en x du degré n, que 
j'écrirai aussi <2„(x), f„(x) et o„(a;, m), /„(.r,w) lorsque je 
voudrai mettre en évidence la variable x et la constante «). 

Gomme z tend vers l'unité quand x croît indéfiniment, on voit 
que les coefficients de rc" sont égaux dans les deux polynômes; 
; se changeant d'ailleurs en - quand on change le signe de x, ou 
en conclu! la relation 

?.(*)= v-j)"/«(--r>: 
on a aussi évidemment 

(') tri, comme dans tout ce qui suit, je désigne généralement par (^ j une 
sûi'ie ordonnée suivant les puissances dcei. lissantes de x et commençant par un 
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2. Je rappellerai d'abord les résultais obtenus dans la Noie que 
j'ai présentée récemment à la Sociélé Sur la réduction en frac- 
tions continues d'une fonction qui satisfait à une, équation 
linéaire du premier ordre à coefficients rationne/s. 

Soit proposé de réduire en fractions continues une fonction ; 
satisfaisant à l'cipiaiion différentielle 

VVa'= Va-t-U, 
où U, V et W désignent des polynômes entiers en x, et soit £? 
la réduite de rang n . 

liepréscntons par 0„ un polynôme entier du degré de 



*GH'(i) 



et par \„ une constante dont la valeur ne dépend que du nombre 
entier n el est actuellement indéterminée; on a 

et l'on voit que /„ satisfait à une équation linéaire du second 
ordre de la forme 

W = V 4- W - W ~ï e t \V, = ^ , 

K„ désignant un polynôme entier en x. 

Une seconde solution de cette équation est donnée par la for- 
mule 

lin |)i)s«Dtde plus, pour abréger, 



,' w/;,-u„/„-e,/,„„ 
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La première do ces relations détermine le degré et. la forme deQ„; 
on déterminera complètement ce polynôme en exprimant (pie. 
pour une valeur eonvenable de P„, l'expression 

satisfait à l'équation différentielle 

w,,- + w,«'+(w,-''- e ;?=!),, = o. 

3. La fonction s = ( -) satisfait à l'équation différentielle 

dans le cas actuel, nous avons donc 

d'où il résulte d'abord que <->„ est une constante que nous ferons 

L'équation différentielle qui a pour solutions /„ et s„ ( — — \ 
est 
[,) (**-0y + -(■* - <■■)/- "(" + >)7 = o. 

Nous déterminerons P„ et iï„ par la condition que u = c-' ■''" ' 
satisfasse à l'équation 

Q H étant du premier degré en œ, « est de la forme (x— i) a (x+i)P; 
en substituant cette expression dans l'équation précédente, on 
irouve les équations de condition qui suivent : 

(. + p)(» + p + i) = *(»+.), «-p = » 

P B =»(/i + i)-( a f+ ?)-«». 

On peu! y satisfaire de dens façons différentes. 



.Google 



En premier lieu, on peut poser 



On en déduit 

niais il est facile de voir que cette solution ne convient pas à la 
question. En effet, en posant / = i et faisant n = o, on aurait. 
en vertu de la première des formules (A), 

ce qui est impossible, puisque/, est nécessairement du premier 
degré en x. 
L'osons donc 

et 

On en déduit 

cl les formules (A) deviennent 

(*) (.^-o/;, = [«-(« + ijtj/„ +/,„.„ 

Ci) f ll+i -(»» ■+■ i)*/,+ (n* - ^ ! )/„-i = o. 

En changeant w en — u, on obtient encore les formules sui- 
vantes : 

(3)' ?(H . 1 _(a»-i-i)* Tll + (»*-««) ? ._ 1 =o ) 

On a d'ailleurs 
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Au moyen de ces formules, on trouve ces valeurs des premiei 
polynômes : 

/„=[, /, = * — w, f,= 3x* — 3tù* + w* — i, 

Du reste, l'équation (i) s'inlégrant au moyen des séries hypet 
géométriques, on obtient ainsi aisémeTit. l'expression suivante : 

|/. = (-i)"(» + i)(» + «). ..(■ + ») 



4-*\ . „(„ + ,)(» + ,)_(_» + ») | , i±5\ , + ., 



Des formules (4) et (5) on déduit, en y faisant I = i et en 
remarqua»! que ,,.(»)=/.(-»), 

ce qui concorde bien avec la valeur trouvée pour P„. 

■i. Si l'on désigne, en général, par S p la somme des p' cmm puis- 
sances des racines de l'équation /„= o, ou a 

S, = S,= S B = ...= S î(l _, = ia (i); 

celte propriété est caractéristique du polynôme /„. 

Je ferai encore les remarques suivantes. Posons, en ordonnant 
f n par rapport aux puissances croissantes de w, 

/„= \\+ coP, + <0»P,4-...-r-<o"P„. 

De l'équation 



-(.ul'.-r-toM 'j-r-.. 

- tu P , .+ wS 1 V+- . . 



-(«.«) 



on déduit, en développant les deux membres suivant les puis- 
sances croissantes de w et égalant les coefficients de la première 
puissance, 

(') Voir, i ce sujet, ma Motc Sur un problème d'Algèbre (Bulletin, L. V. 
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d'où il résulte que p- 1 est la n"""" réduite de la fonction 

En désignant, en effet, suivant l'usage ordinaire, par X„ le poly- 
nôme de Legendre et par fl(/i) le produit 1 .:>.. . .n, on a 
P„=n(n)X„. 

Désignons, dans /„, par W(x, w) l'ensemble des termes homo- 
gènes et du degré n par rapport aux deux quantités x et. in; on 
verra aussi facilement que FI(i,<b) est le dénominateur de la 

/2 i«ine véduite de e 1 . 

II. 

o. La réduction en fractions continues de la fonction / 1 

est liée intimement avec le développement de la fonction (x-t-z)" 1 
suivant les puissances croissantes de(;- — i). 

Soi!, en effet, 

( 7 ) (*+*ï— 2« V - +J,0 -)ï£ïïîS- 

Pour obtenir ce développement d'après la méthode donnée par 
Jacobi {'), nous poserons 



Si, dans le produit des dei 

B, B, 

tenues -_■ + -- qui sont. < 

nous voyons aisément que B, est de l'ordre x a ~ 2 "~' et B 2 de 
l'ordre de z'°~-". Or V«+ sU n est la partie entière do 



->(ï*|) 



(') fîntwickelttng nach den Potcnivn cinea z/iii;/ j /t t'olynoms (Jour/ 
Borchardt, t. 53, p. loâ). 
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et, par suite, U„ est de l'ordre de x' ô '-"~' . 

6- Ce point essentiel étant, établi, en dérivant successivement 
par rapport à x et par rapport à z- l'identité (fi), j'obtiens les re- 
lation* 

d'où les identités 

V; i =( 2 ra-f-i)U B -t-U„+, et UJ, = V IH _,. 
On a de même 

d'où 

CL 

On en déduit aisément les solutions suivantes : 

I v„= u;,_, 

(»"-i)0; + a»(» + i-i.)Oi-»(»» + i -«)»•=■>, 
U„ + (»» + -.)0.+ .«i=o, 
(»'-.HI„,+[(.. + i)i-+ au - j n _.]U. 

-(j»-«)(» , »-»_i)U.-,-o. 

1 U„,+ (!l» + 0U.-lI^=O, 
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7. i;j, calcul direct donne 

U„ = { ;c + 1 ) w -(a î ~i) M , 

li^(r+ l ) M 'i(™-i-^)^( ï - l r-'ll- 1 .,-.T). 

et la dernière des formules précédentes permet de calculer faci- 
lement de proche en proche les diverses valeurs de U„. 
On voit que U„ est de la forme 

où F" et 4>„ désignent des polynômes entiers en x du degré «, et, 
d'après la remarque que j'ai faite ci-dcssns, on a 

d'où 

ce qui montre que ■ ■-* est la n' éaa réduite de f — - — 1 ■ Par suite, 
F« et <!>„ ne diffèrent que par un nombre constant de /"«(m — «) 
et de o„(w — «); si d'à ii leurs on désigne, pour un instant, par ftl„ 
le coefficient de x" dans F„, on déduit des formules précédentes 

M, 1+1 = -(srt + i)H„ 
et 

M fl = (-i)n.i.3.5-(2« — i), 

U„ = (-!)■[(» + !)—/-(« - «) - (»- i )'"-"-?„(<■. - tOJ. 

Transformons les relations (I!) en posant 

puis changeons ensuite o> en u -f-/i. 

On trouvera tout d'abord, comme nous v sommes arrivé par 
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une voie différente, que/,, sa lis l'ail .à l'équation du second ordre(i), 
puis les relations suivantes : 

/„,(»-!)= [(»+■)»+ I.+ 1 -«]/•(«)-*-»<»+ 0/i<»). 
+ (,.-»](,«-.-l)(. + l)/, i(«-H), 

d'où, en éliminant /;,(w) au moyeu de la formule (a), 

<») (.T-l,l/„, («.-.) -(»-/. -,)/„(,.) + ,/„.,(..). 

8. De la formule (7) ou déduil 

u + 3 ).-( J -,)—Y " l '-' J '- £, 

(.77 + -) (,r 3) ^ a »+in(H) 

d'où, en intégrant entre les limites 1 et 3, 
Posons == 1 + \ff, il viendra 

= (. T ir'+(>-ir 
+ <. + <>2 3 ^i^ ) [c* + o~/.(»-»)-.*-.)'~T.<.-») 

Cette équation se décompose évidemment en deux autres, dont 
l'une est 

|(„^r = («-'|-' 

Chargeons, dans eette formule, / en - et x en — ; il viendra 

■" /a. 

(, + /7T7r*' = (. + v'.r>.« 

1 'i'-ni'+il î±! '' l,eV J 
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d'où, en vertu de la formule de Taylor, 

dx»+<- v ; a'+'IJU + i) ^L' -M 






^(■ + > / »)""" 



liculier, pour les polynômes de Legendre, on a lu formule 
lin désignant, pour un instant, par V„ la série liypervéomé- 



',' 'L!('T ) + ?.« (»+,)(»+, 



,ii( m-») 

rï(,„) 

en se servant de l'expression remarquable donnée paraacolji pour 
les polynômes qui proviennent de la série hypergéomélriquu ('). 
on en déduit 

10. La l'onction 

/-*(HH)- 

satisfaisant à l'équation différentielle 

(„.._,)/■-- ".(:r _„)/_„(„ + ■)/ = °, 



(') Jacobi, Uiiirr.iiir.liu/igKti itb'sr dit: l}t[[ereiitiidy!e.k:li.tiiiy; der hypergei. 
metrisehen f ici In' {Journal de libre hardi, 1, 50. p. r.'ii)). 
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on en déduit aisément que In fonction 

(.,. + ,)„/„_(.,._, )ujt> 

satisfait à l'équation 

[j .._ l)B -_ a{w _ I ) KB '+t w ( M -0_n(»- ( -i)] a = o. 
En la différenliant/i fois de suite, on obtient la relation suivante : 
(a -i_ Oai/H-Ji— ;,(,„ -/, - i )»«(*-+!. 

+ [(">-/' -')("-./>)-«('< + >)]« = <>■ 

Comme elle ne diffère de l'équation précédente que par le chan- 
gement de (jeu (w — jf>), on en conclut que la p™"" dérivée de 
[x + i)'°/„ ne diffère que par un facteur constant de la fonction 
(je -+- l)'"~ p f,,(td — p). Ce facteur se détermine facilement, et l'on 
obtient l'identité suivante : 

(...) £<.+.)-/.(«,»>= a^^c + 'i-'/.c.— /»• 

En particulier, si Ton fait m — />, il vient : 

(13) ^(.- + i)"/,(-,/-)=^(''+/')S,, 

Si, dans celte formule, on fait/î^tt, comme 

on retrouve la formule connue, duc à O. Rodrigue., 

il. La formule (r3) montre que, p étant un nombre entier 
positif, (x ■+- i)Pf„{x, p) peut s'obtenir en intégrant plusieurs 
fois de suite le polynôme X„. 

Considérons, d'une façon plus générale, l'expression 

1= f (r-s)»-*X m (*)d*, 
où w désigne un nombre quelconque nositif. 
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En intégrant, par parties, on a 



-îif^ifii^i'^r- 



x„<— ,)=<-■)". Xif 






où la quantité entre crochets est, à un facteur numérique près, le 
polynôme /„, d'où l'idenlité suivante : 



(il) /„<*■,») = 



n(»-.> 1 * J ,' 



('elle formule suppose essentiellement epic co est positif; connu 
un a également, ta élanl toujours supposé positif. 

Un en déduit, on remarquant que /,,(.£, — m) = » fl (,r, m), 



-I 



i= (.,--.,,., i\,(,,* 
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Si donc on pose 
ou a, en verlu d une formule connue, 

d'où 

A "" ...(.. H- °"t.'( m +,.) 1/ " (,+ ' ) " J '" (a, ~ l) " 1 (l) - 

12. Si, clans la formule (u), on fait <o = o, et si l'on remarque 
que 

/.(»,o)-n<»)X., 
il vient 

/.(-.-/.)=!!(«-/.)(-*-.)' £,X.I 

dans cette identité, /; désigne zéro ou un nombre entier positif 
inférieur à (/(-f-i). Nous pouvons en déduire aisément une ex- 
pression nouvelle de la fonction — ^~ ; posons, en 

effet, 

«(» + !)...(« + «) W^U+I "-" »+i ' ■•- f - W -,-7,' 

D'une formule élémentaire bien connue il résulte que l'on a 

*■-'—»' n(,-)n'(»-- ) A "'~"' 

ou, en, vertu de l'identité précédente, 

. <— y lT , ,y* x 

A '~ n(i) 1 ' S' "' 
el de là 

«,(« + ■)■•■(» + "> 

x« (r. + o Ji^ . (»■ + ])■ x; __ (* + ,)> x; 



(' ) Sur c:c développement, l'ofe lo. MémoiiT de 11- lia uer, f'on rft'/j <'ocf/h:Li:iUr.i: 
der Heihan von Kugi-tftinvtiaiteu cinvr Vurîubeln (.Ion mal de liorchavdt, t. 5G, 
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Si, dans cetlc formule, on change x en — x et w en — o), et s 
l'on remarque que /( — X, — w) = ( — \)"f(x, w), on obtiendrs 
encore .la formule suivante : 




13. On sait que les racines de l'équation X„ = o sont toutes 
réelles et comprises entre — i et + i ; désignons respectivement, 
pour un instant, par a et !3 la plus petite et la plus grande de en- 
racines. Si x désigne une quantité quelconque comprise entre — i 
et a, on voit que (#+ i) es), positif, et il suit du théorème de 
Fourier que la suite des quantités 

x„, x;„ x;;, ... 

ne présente aucune permanence de signe; l'équation (i5) montre 
que, dans ce cas, l'équation f{x, w) = o peut se mettre sous la 



A, B, C, . . ., L désignant des cocflicieiHs ayant tous le môme signe. 
Par un raisonnement bien connu, on en conclut que toutes 
les racines de l'équation f{x, tu) — o (où w est regardé comme 
inconnue) sont réelles et séparées par les nombres 

On déduirait de même de la formule (i5)' que, si la valeur de x 
est comprise entre fi et +1, l'équation f„(x, w) = o a n racines 
réelles séparées par les nombres 



M. La fonction/,, salisfaîsanl à l'équation 
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on voit que -4^ satisfait à l'équation 

(--.>*-»(—.>*-.<.->—£■ 

Kn désignant par y une solution quelconque (le l'équation (t), ( 
déduit de là 



umf' 



puis, en intégrant eL en remplaçant u pa 



. V. 



Dans celle relation, faisons d'abord 

r =/. ; 

il viendra 

J { r - l ) J " rte " \r - l J " " ( J " dr Ai du dsc j 
Faisons, en second lieu, 

■Pf„ df a du„\ __ df„ 



J in d.r [ , {~"d.rd<; du dx j 



„,li, é ÎJjL 



Remplaçons, dans le second membre de ce 
par sa valeur tirée de l'équation (a) et ^ par sa valeur tirée d. 
'équation (■■)'; il viendra, toutes réductions faites, 



■f,.%<~-,^« 



d/ nl _ > if. 
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ii-. 



On déduit de là l'identité Miivante, on K désigne une quai 
indépendante de œ. : 
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SUR QUELQUES 

THÉORÈMES DE M. HERMITE, 

E.viiuir i) ! i;\E i.nnii; amivssle A n. minai unir. 



ii Journal du Mitthciiiati/fties de Crclle, i. LXXXIX; 



... Dans une Noie Sur l'indice des fractions rationnelles 
insérée dans le Bulletin de. la Sound'' nuitlu'-maU.ijue de Franc. 
(t. VII, p. i3i), M. Hermite a fait la remarque importante qui suit 

En désignant par ï + œj, Ji + /;/, ..., jjl + mi des quantité 
imaginaires dans lesquelles les coefficients do (' ont lotis le mèim 
signe, si l'on pose, pour abréger, 

= F(«) + »*(*), 
l'équation 

(i) />F( 3 -) + î *(^) = o ! 



à nombrt 



réels arliit 



cùpelq désig 
cînes réelles. 

AI. Biechler a obtenu en même temps ce théorème (Sur i. 

classe d'éaot/tio/ts algébriques dont toutes les racines s 
réelles (Journal de C relie, t. 87, p. 35o) et sa démonstrati 
comme celle de M. Hermite, repose sur La considération de 1' 

dice de la fraction gg. 
F {m) 

La méthode qui suit vous paraîtra peut-être plus simple el ] 

directe. 

L'équation (i) peut évidemment s'écrire 



,: 7 )il(.r 



- a i ) + (p + ia)n(x--j. + ai) = o, 
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Ayant, en effet, trace flans un pion deux axes rectangulaires OX 
cl OY, je représenterai, suivant l'usage ordinaire, la quantité ima- 
ginaire X -H Yi par le point dont les coordonnées sont X et Y. 
Soient A, B, ..., M les points qui représentent respectivement 
les quantités st + ai, p + bi, ..., [i + mi; les coefficients a, 
h, .. ., m ayant, par hypothèse, tous le même signe, les points A, 
B. . .., M sont situés d'un même côté de l'axe OX, au-dessus de 
cet axe, par exemple; quant aux points A', B', . . ., M' qui repré- 
sentent les quantités conjuguées a. — ai, j3 — bi, . . , (* — mi, ces 
points étant les symétriques des points A, B, ..., M relativement 
à l'axe OX, ils sont situés au-dessous de cet axe, 

Désignons maintenant par 1:' le point représentatif de la quan- 
tité x, l'égalité précédente peut s'éreire ainsi qu'il suit 

0) FA . PB . . . PM = PÀ\ PB'. . .PM ; 

or de là résulte immédiatement que x ne peut être imaginaire. 
Car, en supposant, par exemple, que le point P soit situé au- 
dessus de l'axe OX, on a 

l'A < f'A', PB< PB', ..., PM<PM', 
inégalités qui sont incompatibles avec la relation (2), 



Dans le Mémoire que vous avez bien voulu insérer l'année der- 
nière dans votre Journal, j'ai donné une formule de quadrature 
(Sur le développement d'une fonction suivant les puissances 
d'un polynôme, t. 88, p. /j(S) qui appartient en réalité à M. Her- 
raite. L'illustre géomètre l'a démontrée dans sa INote sur la for- 
mule d'interpolation de Lagrange, insérée au tome 81 de votre 
Journal (p. 70). Tl est clair, du reste, que nous devions arriver au 
même résultat; le but que nous nous proposions était effective- 
ment le môme, à savoir de déterminer avec la plus grande ap- 
proximation possible l'intégrale / f(x)dx, quand on se donne 

les valeurs dc/(.r) et d'un certain nombre de ses dérivées pour 
œ — a ef x = b. 



.Google 



Seulement, tandis que M, Eï ermite prend pour point de départ 
lus propriétés des réduites de la fonction logf " - ■ ■ ), je m'appuie 
sur îes propriétés des réduites de e x \ on aperçoit, dans cette cir- 
constance, le premier indice d'une liaison singulière entre les ré- 
duites de fondions si différentes, iiaison que ies considérations 
suivantes mettent, je crois, entièrement en évidence. 

Soit, pour plus de généralité, F(.r) le dénominateur commun 
des fraction-; rationnelles de même dénominateur qui approchent 
le plus des (onctions e a < x , e"'- T , ..., t>,"« 3 '~, en sor le qu'en désignai] I 
parN — «u- le degré de F (.r) et par <t>, (x), <I>.(.r), ... des poly- 
nômes de même degré convenablement choisis, le dévcloppcmenl 
des fonctions 

F(*) ««.*-*,<*), 



F(*)«^-~*.(*J 



commence par un ternie de l'ordre (N -I- u. 4- i). 

En désignant par s une nouvelle indéterminée, je considère le 
développement de F(x)t ,;j ' suivant les puissances croissantes 
de x et pose 

Fi»e^ = S.\ ,,.*"''■ 

Vous rem arquerez, tout d'abord que la fonction de ; que je dé- 
signe par A s+! j, esldivisilde par;! 1 ; en second Yieu, en dérivant 
par rapport à z l'équation précédente, on s 



F(>)e=< 



ds 



d'où l'on voit que chacun des coefficients de la série précédente 
est la dérivée du coeflieîent qui suit immédiatement. 

J'observe maintenant que, quand on fait z = a u les coefficients 
A x+) , A N+2 , . .., A N+[ i s'annulent; la fonction A x+! i s'annule donc 
ainsi que ses ( u. — i) premières dérivées pour s = a t , et, par 
suite, elle est divisible par (; — «|)f. On prouverait de même 
qu'elle esl divisible par (s — «■,)!*, (z — a,)!*, . . .; j'ai d'ailleurs 
montré qu'elle est divisible par :f, et comme elle est du degré 
N+ |i, en posant, pour abréger, 
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on en conclura facilement que 

Aa + H =/(*). 

Ainsi une propriété caractéristique du polynôme F(x) est que, 
dans le développement de F(x)e lJ! suivant les puissances crois- 
santes de se, le coefficient de œ*+v est le polynôme /(s) et de !à 
se déduit bien aisément l'expression de F(x). 

Je vous ferai encore remarquer que le coeilieient de :c y dans ce 
développement est égal à -—-/(s); c'est donc !e dénominateur 
commun des ('raclions rationnelles de même degré qui approchent 
le plus des fonctions 

Il serait facile de déduire des considérations qui précèdent les 
diverses formules obtenues par M. Hermite; mais je ne m'éten- 
drai pas davantage sur ce sujet. Il m'a semblé néanmoins qu'il y 
avait quelque intérêt à réunir ainsi dans une même analyse 
quelques-uns des importants résultais obtenus par l'illustre géo- 
mètre sur les fonctions exponentielles et sur les fonctions loga- 
rithmiques. 

(') Lettre de AI. Hermite à M. Fuchs (Journal de Crelle, t. 79, p. 3a5). 
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CALCUL INTÉGRAL. 
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SUR L'INTÉG RATIO IV 

CERTAINE CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 

DU SECOND ORDRE. 



La Note que j'ai l'honneur île présenter à l' Académie est l'ex- 
tension au cas de l'espace des considérations géométriques très 
simples au moyen desquelles Jacohi a appliqué ies propriétés dos 
sections coniques à l'intégration de l'équation d'Euier qui sert de 
hase à la théorie des fonctions elliptiques, considérations que 
j'ai moi-même développées dans le Bulletin de la Société Phi- 
lomalhiquB (avril 186;). 

Je m'appuierai sur la proposition suivante, que l'on peut dé- 
duire faeilement d'un théorème bien connu de Newton. Soit 
F(x,y, z) = o l'équation d'une surface du second degré, que je 
supposerai, pour plus de simplicité, rapportée à des axes rectan- 
gulaires ; soient de plus deux points quelconques M et N dont les 
coordonnées sont respectivement a, />, c et a, [1, y. Désignons par 
-1. et a' les deux points où la droite Mi\ coupe la surface consi- 
dérée. Cela posé, on a la relation 

M «.M a' _ F(«, 6, c) 

Supposons que la droite MN soit tangente à la surface, les deux 
points 3 e.f a' se confondront alors en un seul, et l'on aura 
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et que je désignerai par S, deux plans parallèles au plan des xy. 
l'un A dont l'équation sera z = a, et l'autre X dont l'équation 
sera z = a. Soient C et 1' les coniques suivant lesquelles ces 
plans coupent la surface. Imaginons tracée sur S une courbe 
gauche quelconque B et construisons la surface développable en- 
gendrée par les différentes tangentes à cette courbe. Cette sur- 
face développable sera coupée respectivement par les deux plans 
A el A, suivant deux courbes B et 11b. Je désignerai par x et y les 
deux premières coordonnées d'un point quelconque de la courbe 
B, et par ^ et yj les mêmes coordonnées du point correspondant 
de la courbe i)!> : je veux dire du point où la génératrice de la sur- 
face développable qui passe par le point considéré de la courbe B 
passe par le plan X. 

Maintenant, soient T le point où une génératrice quelconque 
de la surface développable touche la courbe gauche B ; M le point 
où elle rencontre le plan A, et dont je désignerai les coordonnées 
par x, y, «; N le point où cette même droite coupe le plan A,, et 
dont je désignerai les coordonnées par £j ïj, a. 

Sî Ton déplace infiniment peu celle génératrice en la faisant 
rouler sur B, dans sa nouvelle position elle coupera le plan A en 
un point M' infiniment voisin du point M, et dont les coordonnées 
seront x + dx, y -H dy, a ; elle coupera de même le plan „1> en 
un point IN' infiniment voisin du point N, et dont les coordonnées 
seront £ -+- d\ } r, + di\, -j.. 

Cela posé, les deux droites MM' et N'N' étant parallèles, on a 
évidemment 

■MM' __ dx _ dy __ AIT _ \/P(x,y,fi) 
M* - d\ ~ d;, - NT - ^(5, \, *) 

Donc, lorsqu'on a une surface développable quelconque ayant 
son arête de rebroussement sur la surlace S, si l'on désigne res- 
pectivement par x etjf les deux premières coordonnées du point 
où une génératrice coupe le plan A, et pai ietr, les mêmes coordon- 
nées du point où celte génératrice coupe le plan X, ces quatre 
variables satisfont au système d'équations différentielles 



dx _ dy /F|>,j,«) 
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5sf. d'équations 

Supposons ([tie la courbe C, décrue dans le plan da par le point N, 
nous soit donnée, en sorte que nous ayons une relation de la 
forme 

{») n = 0(S). 

Donnons-nous, en outre, le point qui, sur le plan A, correspond 
à un point déterminé de la courbe C, alors le système d'équa- 
tions (i) nous permettra d'en déduire la courbe correspondante 
décrite par le point M; il j aura d'ailleurs doux solutions à cause 
de l'ambiguïté du signe du radical. 

Des deux variables \ el ij, une seule des deux étant indépen- 
dante, en vertu de la relation (a), le système (i) se réduit alors à un 
système de dvw* équations différentielles du premier ordre à trois 
variables. On peut (les équations (i) et (■>.') éliminer la variable i[, 
et l'on est conduit alors à une équation différentielle du second 
ordre entre les variables ,r <' l jv, équation que je désignerai par 

(3) V = o. 

Nous avons immédiatement une intégrale particulière du premier 
ordre de cette équation; il suffit, en effet, de trouver des surfaces 
développables qui aient leur arête de rebroussement sur S et qui 
s'appuient sur C, et ce problème conduit à résoudre une équation 
différentielle du premier ordre. 

Mais il est facile de voir que l'on peut obtenir immédiatement 
l'intégrale générale du premier ordre. Imaginons une surface 
quelconque du second degré S' passant par les coniques G et Y. 
en sorte que son équation soit de la forme 

En appliquant à cette surface les mêmes raisonnements que 
nous avons faits au sujet de la surface S, nous voyons que si une 
surface développable, ayant son arête de rebroussement sur S', 
coupe le plan A, suivant la courbe C, la courbe suivant laquelle 
elle coupe le plan A satisfait au système d'équations 
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Mais on a évidemment 

«(£, n, «) = F(E, i),«). 

Donc le système d équations (]') cl (a') est identique avec le 
système (i) cl (a), et tous deux conduisent à L'intégration de 
l'équation 
(3) V = o, 

De môme que la surface particulière R nous fournissait une 
intégrale particulière du premier ordre de cette équation, nous 
voyons que l'ensemble des surfaces dn second ordre, passant par 
les coniques Cet 1", nous donnera l'intégrale générale du premier 
ordre. 

Géométriquement, le résultat obtenu peut être énoncé ainsi : 
étant donnés la courbe C dans le plan X et le point arbitraire- 
ment choisi qui, dans le plan A, correspond à un point donné de 
cette courbe; par ces deux points faisons passer une droite et 
construisons une surface du second degré, passant par les coniques 
G elT, et tangente à cette droite. Imaginons une surface dévelop- 
pable qui ait son arête de rebroussemen t sur la surface du second 
ordre et qui coupe le plan A, suivant C, son intersection avec le 
plan A sera une courbe dont l'équation en x et en y sera une so- 
lution de l'équation (3), 

11 existe un cas particulier encore assez étendu où l'on peut 
obtenir en termes finis l'intégrale générale de cette équation. 
C'est celui où la courbe C est une conique. 

Dans ce cas, en effet, on peut toujours, en désignant par u, 
[■', w de nouvelles variables, liées au*, variables x, y, s par les re- 
lations de la forme 



M) 



' U 



où X, Y, Z, U désignent des fonctions linéaires de x, y, 3, dé- 
terminer ces polynômes de sorte que, après la substitution des nou- 
velles variables dans l'équation $(x,y, s)~ o, la surface repré- 
sentée par l'équation transformée soil, en considérant m, i>, w 
comme des coordonnées rectangulaires, rapportée à ses axes et 
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(5) 1T + K+C='' 

et rj ii 'en même Lcmjis la conique C ait pour transformée la conique, 
située à l'infini, commune à toutes les sphères de l'espace. 

Cela posé, si nous considérons les courbes gauches qui sur la sur- 
face primitive S' étaient les arêtes de rebronssement des surfaces 
dévefoppables coupant le plan A, suivant C, nous voyons que ces 
courbes auront pour transformées, sur la surface représentée par 
i'équalion (5), les lignes dont l'équation différentielle estrf.î = u. 

Déterminons les points de cette surface au moyeu des coordon- 
nées elliptiques, nous aurons 

(A-nQifr' (A-v»)rfM* 1 

■A+BHn'-A + O^tv'-A + liK^-A+C)]' 

L'équation différentielle des lignes correspondant aux arêtes de 
rebroussement est donc 



= <!«—*■) 



^^/(^-A+JïX^-A-i-C) ~ (rf " V(<fl- A + B)(v«- A + B) - "' 
dont l'intégrale est de 

r rft*(A — tt«) ± . r a(a-v») 

/,- désignant une constante arbitraire. 

Soit maintenant P qui, dans la figure transformée, correspond 
au plan X. Étant donné un point (p., v)sur la surface représentée 
par l'équation (5) on saura toujours trouver le point où le plan P 
est rencontré par la tangente menée au point (p., v) à l'une des 
courbes qui passent en ce point et dont l'équation différentielle 
est c/s= o; on pourra exprimer algébriquement les coordonnées 
u, v, w de ce point en fonction de ij., y, et réciproquement p, y 
en fonction de u, v, w. On portera ces valeurs de u. et de y dans 
l'équation (6), et l'on y remplacera u, v, iv par leurs valeurs 
tirées des équations (4)- La variable z disparaîtra d'elle-même, et 
l'on obtiendra en x, y l'intégrale générale de l'équation (3) avec 
deux constantes arbitraires / et k. 



/Google 



SUR L'INTÉGRATION 

ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 

DU SECOND OH DUE. 

Socialt: jjh'doiualhiqita; 1870. 

L'équation différentielle (lu second ordre 

,CA 

d'y ' \dx / 

oixf(x,y) désigne un polynôme du second degré en x et y, et où 
a ( -p) désigne une fonction quelconque de ~, peut toujours 
s'intégrer quand on en connaît une solution particulière, 

On parvient facilement à ce résultat en s'appuyant sur la théorie 
du dernier multiplicateur donnée par Jaeobi. 

Comme application de la proposition précédente, je donnerai 
le résultat suivant; 

Étant donnée une surface du second ordre, si l'on cherche les 
surfaces développahlcs qui, ayant leur arête de rebrou ssem en t sur 
la surface du second ordre, passent, par une courbe plane, on est 
amené à résoudre une équation différentielle du premier ordre, 

Cette équation peut toujours s'intégrer par de simples quadia- 
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APPLICATION 



PRINCIPE DU DERNIER MULTIPLICATEUR 



Bulletin des Scient 



1. Soient f(x,y) et ?(#, y) deux polynômes do second degré 
en x et en/, ne différant que par les termes du premier degré e! 
In valeur de la constante. 

Considérons le système d'équations différentielles 

<te_ _ dy _ \ff(v,y) 

dont le nombre est inférieur de deux unités an nombre des va- 
riables. 

En désignant par F(#, y, z, il) une fonction du second degré. 
homogène el convenablement choisie, on peut poser 

f{r,y) = Vt',y.«,b) 
et 

?(S,r 1 ) = F(î,ii, i J P), 

rt, 6, a et fi étant dos quantités constantes. 

Cela posé, \ désignant une constante arbitraire, il esl facile de 
voir que ('équation 



X = a^/(»,r)T(ï.n)-( S 



■ dy da K de 



est une intégrale du système d'équations (i). 

Il suffit, pour cela, de vérifier que la différentielle de l'i 
sion précédente s'annule en vertu des seules relations (i). 
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Jr <m^(iL dœ + d i d '\_v dl _il d , 

H-t'ff ,r ''*■' I » gf | 8 *f\ 
\ rfic' ' dxdy dadx ' ' dbdxj 

! d*f . *f d>f j/y 



-rfj 



Remarquons maintenant que, les polynômes /(a-, y) et <p(i|, tj) 
étant respectivement égaux ;'i F(.t-, j-, tt, 6) et à F(£, ï|, a, [3) qui 



sont 


du 


second degré par r;i 
tirs ~~ 3p ' 


pport aux 




.blés, 


on a les relations 


d'où 


, ( 


n vertu d'un tliéor 


ème conn 


u II 


>r les 


fonctions Itomo- 


gène 


' 


dx* dxdy 


^.r (/a 


+ P 


d-f 


= dJ 


Li 




dxdy dy' À 

deur de (A devient. 


dyda 
par suite. 


+ P 


■»/ _ 


= ^- 






d'k = \J ' <fdx — \ 


«>fè 


<i/ 


t da\ 

<T f 4) 






+ (\ftdy- 


-^(èl-^ 


tfo\ 
Al/ 


et el 


le î 


-'aiuuiîe évidemment en vertu 


des 


relfilioi 


»(i). 


2. 


Soit l'équation de second ordre 








(3) 




dx* ' 










oùï 


' d< 


isigiin une fonction 


qadconqo 


ede 


dy_ 
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Supposons que nous connaissions une intégrale particulière de 
l'équation 



cette intégrale; si l'on imagine les variables £ et r, lices par cette 
relation dans les équations (i), elles deviennent 

ite = dy = / /(ayr) 

ou bien encore 

(6) dx - dy = d * ■ 

On peut aussi éliminer Ç entre les équations précédentes; on a 



ft ^«"'Sn'r'i-l'. 
'''" v7t*.j0 ' 

comme f, = 6(£) estime solution particulière fie l'équati 

l'équation du second ordre entre x fit y est donc 

r(ir) 



'(4), 



m 



,.'/,.,■.., 



3. D'après ce que j'ai dit plus haut, l'équation (a), si l'on y 
fait ^ = 9(£), est une intégrale du système d'équations du pre- 
mier ordre (fi). 

On peut immédiatement appliquer à ces équations le principe 
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du dernier multiplicateur de Jacobi ('), car on a évidemment, 
on a donc pour deuxième intégrale 

iUi /É(i;7T) " C ° n5t ' ; 

et cette dernière équation sera L'intégrale, avec deux constantes 
arbitraires, de l'équation (3). ç étant exprimé, en vertu des équa- 
tions (a) et (5), en fonction de X, X et^. 

!*) Jacoui, Theoria nova mii.ilipHcoJ.oris, etc. {Journal de Cretle, t. 27, 
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DIFFÉRENTES FORMES 

QUE I.'OS PECT DONNEE A l'iNTÉGHALE 

DE L'ÉQUATION D'EULER. 

Bulletin, de ta Société inal.li.ernat.irfu.il; 187S. 



1. Soit un polynôme du quatrième degré en x que je repré- 
senterai par la forme homogène U(x, y), où y désigne une con- 
stante égale à l'unité et introduite pour l'homogénéité des formules, 
L'équation d'Euler 



a, comme je l'ai montré précédemment ('), pour intégrale géné- 
rale l'équation suivante 

(1) 6aU, + 36H,-H(3S — b>)io* = o, 

où a représente une constante arhi traire, « le déterminant 3Ci\~jr%, 
Us, H 2 les émanants principaux de (J et du liessicn H de la forme 
donnée, et S son invariant quadratique. 

Cela posé, on a l'identité suivante, que l'on vérifiera facilement, 

<») C(«,^)U(Ç,i)-D|=4H 1 «i+|»*i 

je l'écrirai plus simplement sous la forme suivante 

UU'— U| = 4H t uiS+ |ifl», 



d'oi 



aIï 1 ui3=3UU'— 3U|. 



( ' ) Sur l'application de ta liicurit 'ici fnriiws binaires a. lu géométrie fins 
eourbÉs tracées sur une sio-fwe 'lu second ordre. ! Itulielir: de la Soc. math., 
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3}S CALCUL INTÉGRAL. 

Multiplions maintenant par n> 2 le premier membre de l'équa- 
tion (i), et remplaçons Sco*+ i2H 2 w 2 par sa valeur tirée de la 
relation précédente, il viendra 

G;ïU s <« 3 — 2*w* + 9UU'— gU| -o, 

on 

9 UU' = (3U,— a»'F; 
ou encore 

(3) U,-^UÏP=|««. 

2. Cette nouvelle forme de l'équation d'Euler peut elle-même 
se transformer d'une façon remarquable. 

Décomposons l.J d'une façon quelconque en un produit de deux 
fadeurs du second degré, en posant 

f{*,jr) = kafi+*Kmy + Cy* 

et 

On aura évidemment 

iiu'=/(« 1 ^) î (*,^)/(e,i,) î (E 1 ii) 1 

d'autre part, en désignant par A l'invariant quadratique simultané 
des deux formes /et si, AC'4- CA' — aBB', on vérifiera facilement 
l'identité suivante 

Portons ces valeurs de U a et de UU' dans l'équation (3), elle de- 
viendra, en faisant, pour abréger, /(£, ,) =/' et ,({, ,) = ? '. 

./¥+/> - > .HT?-"' ("t^) ; 

d'où 

(4) /^-v7> = ^, 

fS désignant une constante arbitraire. 
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D'où la proposition suivante, où j'ui Tait disparaître les quan- 
tités auxiliaires y et t, : 

Si l'on décompose d'une façon que tenu '/ne le polynôme du 
quatrième degré, F(x), en deux facteurs du second degré 
/(■#) ei <?(%)■, l'intégrale générale de l'équation 

dm _ rfjj 
dF&) ~ dW{J) 
est 

*-( "' ' " 

J'avais déjà déduit cette proposition de considérations pu- 
rement géométriques, dans une Note Sur les propriétés des co- 
niques qui se rattachent à l'équation d'Euler, insérée dans 
les JVouv. Ann. de Math., 187a. 
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SUR LA METHODE DE MONGIÎ 

L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 

AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 

A'ùïdW/cï Anii'.r/t.'.i île l/at/irii'ul/y/in^, a' série, t. XV; 187(1. 



La méthode donnée par Monge pour intégrer les équations 
linéaires ans différences partielles du second ordre a été complè- 
tement élucidée, d'abord par les travaux d'Ampère cl ensuite par 
ceux de Boole et de Bour; il me semble néanmoins qu'un peut la 
présenter avec plus de netteté ei de brièveté qu'oit ne le fait 
d'ordinaire. 



Sur la représentation de la for 
\V = Hr + aKj + L(- M-t-7i(rt 

par le déterminant 



1. Soit W = H/-+aKa+ Ll — M + N{r, 

représentent des variables quelconques ; je ' 



-s-), où r, .s-, t 
s d'abord mon- 



: l'on peut toujours représenter la l'orme W par le dclcr- 
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En développant ce déterminant, on voit qu'il est de la forme 
indiquée, et, en idenii fiant les coefficients des quantités r, s, l, .... 
on aura, pour déterminer les inconnues a, b, c, d, a, |3, y, S, les 
cinq équations 

) 



M 


= «*r 


\ 


= a? 


L 


= bt 


H 


= d% 


K 


= d$ 



On a maintenant, d'après un théorème connu ('). 

((.y-c^laô -<&) + („» -«■,)('«->'?> 

+ (,af-b.)(cS-dy) = 

i encore, en vertu fies relations précédentes, 

(ca-o Y )(ô3 — d'y)= HL + MN, 



(5) 



K - /G - a-, ~ « 



2. Des équations (,), (a), (3), (4), (5), (5') et (o'<) il est 
facile de déduire un système de valeurs des indéterminées a, b, 
c, (/, 

Remarquons d'abord que , parmi les déterminants mineurs 
cr|3 — 6a, ay — ex, ... qui entrent dans ces équations, il s'en 
trouve au moins un qui n'est pas nul, autrement lit forme W 
s'annulerait identiquement. Supposons, par exemple, queajî — bu 
soit différent de zéro; je mettrai les équations précédentes sous 
la forme 

M = rfy — eo. N =«S — ba 
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d 



il 



-dX 



l'V 



La première de ces équations, étant une conséquence des autres, 
peut êlre négligée; donnons maintenant à a, b, a et (3 quatre va- 
leurs arbitraires satisfaisant à la relation «[} — a& = N, ta der- 
nière relation donnera 

rf — e__î H K-/G 6 —a 

-3 Y -~N X K -hv / G L X -P«' 
qui déterminera les autres indéterminées d, c, S el*(. 

3. On voit, par ce qui précède, que l'on peut toujours repré- 
senter \V par un déterminant de la forme indiquée, ei si G n'est 
pas nul, comme on peut prendre pour y/ G deux valeurs, il en 
résulte que toutes ces représentations se distribueront en deux 
groupes, le premier groupe comprenant les représentations appar- 
tenant à la valeur -+- \/G du radical et que je désignerai sous le 
nom de représentations de première espèce, le second groupe 
comprenant les représentations appartenant à la valeur de — y'G; 
je les appellerai représentations du seconde espàee. 

Si G était égal à zéro, il est clair qu'il n'y aurait qu'une seule 
espèce de représentation de W. 



Pour 






( ' ) J'indique ici, d'une façon abrégée, que le -y si/ 1 me linrairr du second membre 
s 'obtient en composai] L les doux sï^tùiu'- I oniaircs du premier membre dan? l'ordre 
dans lequel il? sont, placés. CeLLe seule relation lient Jonc lieu de? relations (3). 
(4), (5)' et (5)"; on en conclut en particulier que le déterminant du système li- 
néaire du second membre est égal au produit 'les déterminant.? des systèmes du 
premier membre; en d'autres terme?, que dy — cô = il. Cette relation, qui est 
une conséquence des autres, peut di 'Lre mise Je côte. 

Voir, ù CC sujet, mon Mémoire Sur le calcul tlf.s tystèmut linrairm, {Journal 
de l'École Polytechnique, XLII" Cahier}. 
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4. Théorème I. — Soient deux représentations de la forme 

„, \ a b c d\ \ a' V c' d' I . . , . ,.„., 

W, „ ^ ei ,,,,_,„, |i qui soient de systèmes diffé- 

rents; on a les quatre relations 

i ac'-t- bd — ca'— db' = o, a-;' -h bZ' — ca'— d$ = o. 
((,J . | ac '+K-T«'-3&' = o, « T '^pï'- ï «'-8p'-=o. 

6ïG = o. fes mêmes relations ont lieu relativement à deux 
représentations quelconques de W. 

Démonstration. — Supposons G différent de zéro et soient 

, , . , w | a b c d\ , | a' b' d d i 

deux représentations de W , . et , a , , „, » qui 

1 I « p y 8 1 I a P 7 r ' I ' 

soient respectivement de première et de seconde espèce; d'après 
ce que j'ai démontré ci-dessus (2), on aura 



b x 


d - 


-c 11 K 

; ~~ k -i- /G 


L 


&' x 


c/' - 


c' II K 


L ' 


i 


-:'■ 


P' II K 

b ' ~ K + /G 


-/C 



1 ]>.-• 



* a d —c _ d — S 

S S X -8 v - -.■ v 



ons ; pour un instant, que 

M = dy-cZ = d'f-c , Z' 



-■(-■•A différent de zéro; multiplions les deux membres de l'égalité, 
ii -.niche par le système , ,, et à droite par le système ï ,* il 
.lendra, après avoir divisé par M, 

c' d' X jî b " al b' X 3 d ' 

relation qui, développée, donne précisément les quatre relations 
qu'il s'agissait de démontrer. 

La démonstration précédente suppose M diffère ni de zéro ; mais. 



,Google 



par un raisonnement connu, on montrera facilement que la pro- 
position subsiste même quand M est nul. 

Il est clair que, si G = o, la proposition est vraie relativement 
à deux représentations quelconques de W. 



Intégration de l'cqurifitm aux ili/fêrunees partielles 
de second ordre (7) W = o. 

5. Supposons maintenant que /', s, t soient les dérivées par- 
tielles du second ordre d'une fonction inconnue z par rapport aux 
variables x et y, les coefficients de W étant d'ailleurs des fonc- 
tions quelconques de x, y, s, et des dérivées du premier ordre p 
et </, elsoit à intégrer l'équation (;) W= o, 

Pour rester d'abord dans le cas le plus général, en supposant G 
différent de zéro, imaginons que nous ayons trouvé deux repré- 
sentations de W par le déterminant 



L de systèmes différents; soient 



ces deux représente 



les propositions 



TmooL'.fe.MR II. — Si u=f(v) est une intégrale première de 
V équation (7) renfermant une fonction, arbitraire f, chacune 
des fonctions u et v est une solution du système d'équations 
simultanées du premier ordre 



I dut \ / dm \ dta , dut 

/ dfi \ /-/u \ dia ., di> _ 

'* \~.h-) "■' ? \7fy) ■'""' dp '' '' dq~- 
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s KQU.vrroNs ■ 

oit de ce second système d'équations 



l , Idu>\ , /dtu\ , dta ., d 
\ \dx j \dy ) dp d 



\ _, [ dii>\ , dia j, dm _ 

l + p \dy}^' ! dp^'' ~<fq.- 



On a posé, pour abréger, 

/ dto\ _ rfiu 
\dâ) _ S " 
■t 

/ dui\ _ dut 
\dy) ~ dy 



Démonstration. - 
apport à a; et par 



fdu\ 
\dœ) 



Prenons successivement les dérivées, pai 
rapport à y, de l'équation u~f(v), i, 



dp 

(du\ ^ du 



/■<•>[£)"$■<"£] 






•d,' 
'i=™[{% 



dq\ 



et, puisque u=f{y) est une intégrale première de l'équation ' 
W = o, cette dernière doit provenir de l'élimination de /*(*>} 
entre les deux équations préeédeuLes. Ou mira donc, du moins ù 
un facteur constant près, 

/ du.\ du du (dv\ dv ^ dv 

\dx ) dp dq \dx) dp ' ' dq 

I du\ du du. (d"\ dv _^ dv 

\dy)' i ' S dp dq \dy) * dp ' dq 

ne transformation facile. 



(&i 



dv _dv_ /dv\ fdv\ 
dp dq \dxj \dy ) 
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dp 


du fdu\ fdu\ 
dq \dx) \dy) 


dv 

dp 


dv td»\ Idv\ 
d7j \dr) \'dy) 



est une représentation de W. En vertu du lliéorème I, on voit 
donc que chacune ries fonctions a et t- sutisfota au système d'cquri- 
lions (8) ou au système (7), suivant que cette représentation sera 
de deuxième ou de première espèce. 

Théorème III. — Réciproquement, si u et v sont des solu- 
tions du système d'équations (S) ou du système (g), rf. = f(v), 
où f désigne une fonction arbitraire, est une intégrale pre- 
mière de l'équation (7). 

Démonstration. — Soit, par exemple, w une solution quel- 
conque des équations (8) 



[dv) ' 






,rfw 



/ dt.ii \ _ / dm \ a 



lieu po 



outre les deux relaiions suivantes, qui ont évidem 
ir une fonction quelconque de .*- et dey, 



\dx ) dp 
/dv>\ dm 
\dy) *"&' + 


Entre les équations précédentes, 


, r * 




a h c d 

■j. fi •' ', 


ou encore W= 0. d'où 
l'équation (7). Si u et 


il résulte qi 
son) deux 1 



(dm\ (dia\ dw 
' \dx}' \dy)' dp 



~ o est une intégrale de 
; particulières de o>, les 



,GoogIe 



équations (8) étant linéaires, u — f( v ) satisfait également à ce? 
équations, quelle que soit la fonction f; la proposition est donc 
démontrée, 

ïirÉoistMK IV. — En désignant par u et c deux sol.uti.onx 
communes au système d'équations (8), et par u' et c' deux so- 
lutions communes au système (9), si des équations u — _/"(())= o 
fi «' — f (r') = o on tire les valeurs de p et q en fonction de 
x, y et z, ces valeurs substituées dans pdx -\-qdy rendent cette 
expression une différentielle exacte, en sorte que, pour ache- 
ver l'intégration, il suffit d'intégrer l'intégration 





dz = p dx ■+■ q dy. 


Démonstratio 


. — D'après ce que j'ai dit p 




du du l du \ / du \ 
~df> ~rt7j \'dx) \dy) 




do dv /dv\ fde\ 
dp dq \dx) \dy) 




du' du' ! du' \ ! du \ 
dp dq \dx) \dy ) 




dv' de 1 dv' \ / dv' \ 
dp dq \dx) \dv) 


sont deux repré 


cotations de W appartenant 


dilleranls. 




En vertu du lli 


îoi'ènie I, on a donc la relation 



du j du'\ du I du'\ du f du\ du' l du\ 

l\dy) dp\dxj df \dy } ~ ° '■ 



du I du'\ 
dp \ dx j 



quj 



condition d'inléin-abilité. Comme d'aillet 



: on peui 



remplacer dans cetle relation u par une solution quelconque du 
système (8), et u' par une solution quelconque du système (9), 
la proposition est démontrée. 

9. Le cas où G = o donne lieu aux mêmes propositions, sauf 
qu'il suffit de considérer une seule représentation de W. 
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SUK LA 

TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



1. Jacofii a donné (C relie, t. A) un système d'équations diffé- 
rentielles du second ordre auquel satisfont le numérateur et le 
dénominateur de la fraction qui se présente dans la transformation 
des fonctions elliptiques; Ei sens Loin a depuis étudié celte question 
dans un beau Mémoire (Crelle, t. 30 et 32, et Œuvres mathé- 
matiques, p. 1 5g)- 

On peut présenter de la façon suivante la proposition de Jacobi : 

En désignant par y une quantité égale à l'unité et introduite 

pour l'homogénéité des formules, soient u(x,y) clf{x,y) deux 

polynômes du quatrième degré homogènes en x el y, et z = ^ 

une intégrale rationnelle de l'équation 









,'»U7. 




WC7) 




X et Y 


étant 


deux polynômes 


ho. 


iiogèncs ei 


, x ay , 


l'usoii; 


, poil) 


■ .ïlirég'e 














U ™ «( 


X,Y) e 




\, = - — 








x 5 = 


„rf 3 X 
1 dM ^ 


-1<| 


'aH-e 


t d'X 

dy- 



Y,, Y 2 et/, étant définis d'une façon analogue. 

(Ici ii |iO>é. on a l'identité suivante, qui a lieu quelles 
les quantités a, [3, <j et v, : 



-<a 7 



■ x > \~ dX* 


, tP U , rf ! U \ 




( (T-,X)'+/(|T, 


-iX,)' /(ÎY-r,V) 


SYj- 


4/,(SYï,\)(ÈY, : 


)X,). 
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SUB LA TRANSFORMATION DES PONCTIONS ELLIPTIQUE): 


33 u 


identilé où, /.désignant «ne eonslan Le, 't'a pour valeur 


l'expression 


r,(-£?--^-fS0-^-'- 


r)i. 


2. On peut poser de la. façon suivante le problème 


■ de la trans- 


formation : 




Trouver une intégrale rationnelle 3= -y de l'équatic 





X et [A désignantdes constantes convenablement déterminées et A 
le liessien de u; c'est sous celle forme que M. H ermite a depuis 
longtemps résolu ce problème dans le cas de m = 3. 

On voit facilement que, si le degré m de la transformation est 
de la forme 4'H- i, X et Y sont déterminés par les formules sui- 
vantes : 

di „ . _n v_ rfJ a . .... 



où, J désignant le covarianl du sixième degré de u, 6 et II sont 
des fonctions homogènes de u et de A et respectivement du degré 
(n — t) et du degré n. 

Semblablement, si m est de la forme 4 " — r , X et V sont dé- 
terminés par les formules 

v ,/0 m v de ITT 

X = : 1- J-JII, Y = -; h y] 11. 

dx dy J 

où et n sont des ton étions homogènes de u et de h et respec- 
tivement du degré n et du degré n — 2. 

Le problème de la transformation est donc ramené à la déter- 
mination des polynômes et 11. 

3. A cet effet, portons les valeurs précédentes de X et de Y 
dans l'identité (i), en posant/' = '/.u + pli, puis 



T r + ' 


•,„■■ 


du 


,n, 


* dx 


-",,, 


dy 


dy 
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les deux membres se transforment en deux polynômes en p, 0, p' 
et 0' qui doivent être identiques et dont les coefficients ne ren- 
ferment que u, k, ainsi que les fonctions inconnues (-) et [I avec 
leurs dérivées partielles par rapport à u ci h. En égalant les coef- 
ficients des mêmes puissances des indéterminées, on obtiendra 
trois équations différentielles analogues à celles de Jacobi et per- 
mettant de déterminer 0, II, ainsi que les constantes ),, \x et /.'. 
En posant 

« = z, h = ,, e(«, <) = B(x) ni II(«, i) = n(«), 

on en déduira facilement des équations différentielles ne ren- 
fermant que s, ô(-), n(s), leurs dérivées par rapport à z- et les 
invariants de la forme u. 

Dans une prochaine Communication, si l'Académie veut bien 
me le permettre, je lui soumettrai les formules auxquelles on 
arrive par la méthode que je viens d'indiquer. 
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MULTIPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

Bulletin de la Société mathématique de France, l. VI; 1877. 

1 . Je rappellerai d'abord une foi-mule importante duc à_\I. lier 

■*(■]■ 

Étant donnée une forme homogène, à lieux, variables et du de 
gré m, V(x,y), si l'on pose, suivant l'usage habituel. 

on a identiquement 

(0 { 

A, B, . . . désignant des covariants de la forme U. 
Je transformerai cette formule en posant 

d'où 

; - i£i±_lH? - u 

00, en posant, pour abréger, i|U ( -+- 7] U 2 = A, ,rr y — i'ï= w. 

1 = :- '="■ 

lin remplaçant respectivement, dans l'équation (1), X.r — U, 
),.r — U a , À et t par leurs valeurs, il viendra 



( ' j l>etixii''irn> Mémoire sur In lln-nrin <h\s Jonctions lus 
terminées {Journal de Civile, t. 52, p. a5. 
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Si l'on suppose que U soit une forme du quatrième degré, en dé- 
signant par H son hessien, par j son covariaiil cubique du sixième 
degré, et par S son invariant quadratique, il viendra 

(3) U3{37,/)U(«,ïi)= Ai + 6HA»u>« + 4J i ul a- f -(SU'- 3H*)io*. 

2. En extrayant, la racine carrée du premier membre, on obtient 
la relation suivante : 

U»U(Ê,i)) = (À*4-3Hio*)*4-!0'[4J4+(SU»--iaH»)w] 1 

et l'on voit, en vertu du théorème fondamental d'Aboi, que l'inté- 
grale algébrique entière do l'équation différentielle 



où les quantités v, et y doivent, ainsi que dans ce qui suit, être 
remplacées par l'unité, est fournie par l'équation 

4.ï(tlJ, + -/iU 2 )-HSU ! --i3.H ;! )(^v, -y\)=o. 

3. On obtient avec une égale facilité la formule qui donne la 
multiplication des fonctions elliptiques par 5, en d'autres termes, 
l'intégrale algébrique entière de l'équation 



Désignant, en effet, par a un covarîant inconnu de U, il suffira de 
déterminer ce covarîant, de telle sorte que le reste de l'opération, 
dans l'extraction de la racine carrée de 

(i-[-«D J ) 3 [A*4-fiHA'(ù*-H4J(0»-t-(SU ï — 3H*)u*], 

soit divisible par o> s . On aura, en effet, identiquomcnl 

u*(A- t - o «)iu(S,ii)=p«+(*T 1 - i r£) , [QCÊUi + iU04-R(*ii- i rî)]i 

d'où il suit, en vertu du théorème d'Abc], que l'intégrale cherchée 
est fournie par la résolution de l'équation 

Q<EU, + T|U 1 >+R(flrr i - l rt) = o. 
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■Jl'TIQUIÏS. îga 

Pour effectuer le calcul, remplaçons pouf un instant A par ; et w 
par i; on trouvera aisément 

(= + a f- (z---\- 0U.;'+ 4 iz -i-SU 2 — 311=) 

= (s«+as 1 +3Hs + ïJ -t- 3 ail)' + (SU»- 12IP + 4 aJj^s 1 
+-[2a(SU«-iaH'!) + 4(a s -3H)Jl3 
+ ffl!^SU> — iaH*)— 4J»-ia«-JH; 

en égalant à zéro le coefficient de 3 : ', on a 

_ iaH«-SU» 
a " 4 J ' 

et le reste de l'opération de l'extraction de la racine carrée devient 

_ [(SU^ — iai-pjî-HjSHJa] 
4J 
|(SU ! — iaH»)3— ■i8HJ'(SU'-iain)-0jJ'| 
" l ~ i(>J ! 

L'intégrale algébrique de l'équation (5) est donc donnée par Té- 

quîiUoi) 

4J[{SU* — iaH>)«-i-48HJ>](5Ui + îiU î ) 
-[(SU*— iaH=) a — 48HJ'(SU»— lall*)— 64J*](«ij ~jkS)="- 

4. On trouverait de même la formule qui donne la multiplica- 
tion des fonctions elliptiques par un nombre impair quelconque n, 
ou, en d'autres termes, l'intégrale algébrique entière de l'équation 



(5) 



/U(U) W(*, y) 



Le problème revient, comme on le voit par ce qui précède, à déter- 
miner deux polynômes entiers F(a) et /(;) qui soient respective- 
ment du degré et du degré — — f et tels que l'on ail 

(fi) P»U)W(*)=/»(*)+M+§, 

où j'ai posé, pour abréger. 

VV{3)=-*+6Hjî«+4Jj-i-SU3- 31-13, 

et où x et -i désignent des covnrinnLs de U indépendants de z. 
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La première mélliode qui se présente pour résoudre ce problème 
est celle que j'ai employée clans les exemples précédents; en met- 
tant en évidence les coefficients actuellement indéterminés 

de F(s), et extrayant la racine de F 2 (a) W(z), on profitera de l'in- 
détermination de ces coefficients pour annuler les coefficients des 
premiers termes du reste, qui sera nécessairement de la forme 



a et ?j étant des fonctions connues des covariants de l_ 7 . 

L'intégrale cherchée de l'équation (5) sera alors donnée parla 
relation 

Mais on peut rattacher la détermination des polynômes F(s) et 
/{;), et par conséquent du reste -j.z ■+- j3, à la réduction de l'ex- 
pression ^/\V(^) en fonction continue. 
De l'équation (6) on déduil, en effet, 




il du degrt 



F(a)(/W(*) + /(*) 
développement de P(j)^/W(s) — /(s) 

de Tordre de — _ ■-• 



est donc une dcsrédinles obtenues en dé vélo p- 



pant \/W(;) en fraction continue, celle dont le dénominateur est 
du degré I 1- 
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TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



Bulletin de la So* 



1. — LiONSiDF.u.vnozvs l'iirxmi \.\nu:s. 

1. En désignant par y, nue quantité égale àl'unilé eL introduit! 
pour rendre les formules homogènes, soit 

F(ar 1 ,y 1 )=:Aa.t-t-4Bart^,-i-6Caîij'ï + 4D*,j'ï + Ej't 

un polynôme du quatrième degré en x, . 
Soit, de plus. 






ii) 



/F^i.J'iJ 



X. et Y désignant des fonctions de y dont Tune peut être choisie 
arbitrairement, 

lin dénotant par des accents (es dérivées prises par rapport à la 
variable v, et. en faisant, pour abréger, 

T = VX'-W", 

l'équation précédente devient 

(a) F(X,Y)=T*. 

On a évidemment 
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3 9 6 CALCUL INTÉGHAL. 

en sorte que, des relations précédentes, on déduit 

( X'T'^X6-i-X"T, 
) V'T'=Ye-HY"T. 

En employant une notation bien connue, je poserai 

rf 3 F(\,Y) = j_ ^F(.X.Ï) 

en vertu de la propriété fondamentale des polynômes homogènes 

l'équation (a) pourra se mettre sous la forme 

X'Fh + îXYFiï-i-Ys F a2 = T». 

A cette relation nous pouvons joindre les deux suivantes, que Foi 
obtient en prenant ses deux premières dérivées par rapport à -> 

X'X.F u -i-(XY'+ YX') P„-i-Y'Y.F„= —, 

(XX"-h3X'2)F„ + (XY"+ YX"+CX'Y')F is 



)lvant par rapport à F,,, F )2 et F 22) : 
'il!!. _3YY'T=T'+{3Y'=T-I-Y>9)T*, 



Multiplions la première de ces équations par q-, la deuxième pat 
açï[, la troisième par -/]-, % et ï; désignant des quantités arbitraires, 
cl faisons la somme des résultats obtenus : il viendra 

3T3(^F. u h- >l\ Fij+VFs,) 
= T .(Ï^»)(Y«-X,). 

~3T«T'[YÊ — Xt))(Y'£ — X'r ( )+3T'(Y'Î — X'ij}», 
ou encore, en remplaçant T'(Y'lj — X'ï,) par sa valeur 
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que l'on déduit des équations (3), 

( S'Fii+ahFM+iiiF,, 
(4, =(YE _x,).(Ï^S) 

! +(Y'S-X'T,)'-(YÊ-Xr,)(Y*J-X°T,). 

2. Posons, pour abréger. 

T"— je _ Y\- - XY'"— 3(Y'X"— X'Y"1 _ 
(J ' "" 6T~~ ~ G(YX'-XY') 

L'équation (4) deviendra 

j e»F ii +aeiiF il +T | iF iI =ç(TE-X ïi )t + {Y'S-X'T l )i 
| -(Vt - Xr,)(Y"t — X"jj). 

Comme dans celle formule S et. r, sont arbitraires, elle tient lieu 
des trois relations suivantes : 

i F,,= AX'+aBXY + CYa = s Y 5 h- Y' ! — Y Y", 
1 aF, 3 =3BX'+4CXY -f-aDY> 
1 } j = — 29XY -i- YX'+XY'— aX'Y', 

( F ÎB = GX'h- 2DXY -1- EY* = ? X>+ X s - XX" ( ')■ 

Ces formules sont une conséquence immédiate de la relation (a}; 

réciproquement, si, o désignant une fonction arbitraire de v, on 

détermine des fonctions X et Y satisfaisant aux trois relations (fi)', 

on voit que y, = y est une intégrale de l'équation (1). 

En faisant, en effet, dans la relation (6), 

E = X et r, =Y, 

F = (Y'X — XY')>. 

L'intégration de l'équation (t) est donc ramenée à l'intégration du 
système d'équations simultané (6)', dans lequel o est une fonction 
arbitraire de v, et à celte équation on peut adjoindre l'équation (5), 
où, comme on le voit, n'entrent pas les coefficients du polynôme F. 
En particulier, si cp est une constante, les fonctions X et Y, sa- 

(') Sur ces foniiuliM. roir K[-.i:n.->ït:i\", Ferucrc llt;i>irïl:ii.n»f.ii zn tien Traits- 
formeln (Aiathcnxilhvhc Ahluwdlungen, p. if>7). 
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tisfaisant aux. relations (6)', donnent les fondions de Jacobi e 
1ns fonctions Al de M. Weierstrass. 

II. - FoiUICLES oe JAcoor. 

,'J. Considérons maintenant l'équation différentielle 

dxj dx 

aà f(x, y) désigne un polynôme quelconque du quatrième degr 
en x, la variable y étant introduite pour rendre lexpression lin 
mogène et étant égale à l'unité. 
Soit 



une intégrale de celle équation, X. cl. Y étant des foncli 
de x\ soit, de plus, dv la valeur commune des deux i 
l'égalité {7). 

Si, en vertu de l'égalité 



on suppose X et Y exprimés en fonction de v, on voit que ces 
fonctions satisfont au système d'équations (0) et ((3). 

.Te transformerai ces équations, ru supposant que X et Y sont 
exprimés en fonction de x. A cet effet, en introduisant les dérivées 
prises par rapport à x, nous aurons, en vertu de la relation (7)'. 

dx dx- a dx dx 

..... rf»X ,- 



1 d\ df 

;. d.r dtr ' 



z ~dx~^ J VJ ^ % dx~* S? "^ 1 ~dx dx~ï VJ ' 

I X'. V. V. Y'. Y" el V" par ces valeurs dans le.' 
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(5) M (6), il i 



"(* 



-K 



d.r rfj^ ! rf.r 2 



6 Y 



,/\ " 



d'Y _ £X\ 
(te 5 ' (te ! ^ 



->(< 



Le point importan I dans la proposition duo à Jacobi consiste en 
ce que ta est un polynôme du second degré en x. Pour l'établir, je 
remarquerai que la relation précédente a lien, quelles que soient 
les quantités % et 7) ; d'ailleurs, X et Y étant premiers entre eux. 
on pourra prendre pour \ et r, des polynômes entiers, tels que 



L'équation (g) montre immédiatement que o est aussi un poly- 
et !a formule (8), que ce polynôme est du second 



degré 



IÏI. — TllÀWSFOUMATIOM DES FORMULES liE Jacobj 



4. Pour transformer les relations précédemment obtenues, je 
remarquerai que, si a, 3, y et 3 sont dos constantes arbitraires re- 
liées par la relation 

(io) «a-p Y = i. 

l'équation (9) doit encore être identiquement salisl'aitc, pour une 
détermination convenable du polynôme ç>, par les polynômes que 
l'on obtient en remplaçant, dans X, ¥, F et/, x par aiC 4- yj-,, 
et y par Sa:,, + or„. pourvu qu'on rétablisse l'homogénéité de la 
formule, en multipliant le premier membre .par y\. 

Désignons, en général, par (W) ce que devient une fonction 
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quelconque W de x et de y, quand on y effectue la substitut 
indiquée; il est clair que l'on aura 



f =..(S)«4S + p.i ; 



3/ *iUB>f-V 



... , . . , rf(Y) <P{Y) , <*(/} 

ul des l'clalions analogues relahveiuen!. a --,.— ) — tt~ et — — • 

Imaginons maintenant que, cette substitution effectuée dans la 
relation (9), on remplace de nouveau ax g +yy par x et $as t -i-ùy B 
par^; on a alors, en vertu de l'équation (10). 

y =<ty— pa?; 

y se change en un polynôme <I> homogène et du second degré par 
rapport à x cty, homogène et du second degré par rapport à a 

et fi. 

Si, de plus, on pose, pour abréger. 







' dx 


? âr 








/di = 


K d 


'£ 








X»' = 


,'PX 


+ 24 


, d'X 






Y<*' = 


s d * Y 


*-«f 


ri' Y 


■^ 


ni 


3) 1* 


àendra 










r- 






+ ./UY" 


:+>l'F„) 
,X">) 




\ 


-;/" 


fîY- 


--OXçV 


" — iiXtU). 


<r 


ii doit 


Cire ide, 


itiqu 


ement satisfaite, quels 1 




\x,= 




le inl 




tlionnelle de l'i 
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5. Pour déterminer la forme du polynôme $, je remarque que. 
ce polynôme étant homogène et du second degré par rapport à x 
ety et par rapport à a et [3, on peut l'écrire de la façon suivante ; 

* = «*Wj f +-as?W 1 ,-i-pUV„ 

-h( a /-Hp30( a a, + pi2,)-i-*(s'J-t-W> 

W désignant un polynôme inconnu, homogène et do quatrième 
degré en x ely, ii im polynôme ineoiiiiu homogène et du second 
degré par rapport aux mêmes variables, et k une quantité con- 

Faisons maintenant, dans l'identité (i i), 

s = ; s4-pa' et p = j + P p': 

le premier membre (le cette identité devient divisible par p 2 ; le 
terme constant et le terme en p doivent donc manquer dans le dé- 
veloppement du second membre, lui faisant ce développement 
on trouve facilement 

W = mf, 

m désignant le degré de la transformation, c'est-à-dire le degré 
des deux polynômes X et Y, puis Q = o. 

Le polynôme <I> est donc complètement déterminé, sauf le fac- 
teur constant k, et l'on a 
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L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION 

d\y a /dry ce , 

/ ÉTANT m POLYNOME DU SBCOND DEGIIÈ. 
Bulletin de la Société mut hem a tique, t. VI; 1S77. 



1. Étant donnée L'équation du second ordre 

<■> 'ë-ifê)"-'"* 

où/désigne un polynôme du second degré en ar, on sait que cette 
éqnation admet comme solutions une infinité de polynômes entiers 
du troisième degré, à savoir tons les polynômes du troisième degré 
dont le hessien est égal à /(#). Je me propose dans la Noie sui- 
vante de trouver son intégrale générale. 

A cet effet, je remarque qu'en posant ~- =■ y" , l'équation (i) 
peut être remplacée par le système d équations simultanées du 
premier ordre 

dx _ dy __ dy' 



dont le dernier multiplicateur est égal à l'unité, puisque l'on a 

3S ( ^" )+ é Cr"V)+ |> («/r -1 + 1 /'/') = » 

Des principes établis par Jacobi, il résulte qu'il suffit, pour in- 
tégrer complètement l'équation (i), d'en trouver une intégrale du 
premier ordre renfermant une constante arbitraire. 
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y dx' 3\dx} JK ' 



Pour l'obtenir, je prends successivement les trois premièi 
rivées de l'équation 



(4) ry~—%yy = f>f, 

(5) yy'"+- \yy— if*= t >f: 

yy-v- lyy"-o. 

La dernière équation s'intègre immédiatement et donne, en dési 
g liant par y. une constante arbitraire. 



Éliminant y", y et y entre les équations (3), (J\), (5) et (6), 
m obtient l'intégrale du premier ordre 



d'où l'on déduit, en posant 



/= Ad + Ba- -h C et A = B'~ 4 AC =/" - a//', 



i«j 



i( //+Vy-</'+<i/) , 



»/ 



d'où 

■*/y- Vr = 3 VV*-*/ 1 - *«/>>■ 

% Je remarque maintenant que, d'après la théorie duc à Jai 
le facteur qui rend une différentielle exacte le premier membi 
l'équation 

(g) y~ i y'dir—y"*dy =c 
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un facteur numérique près. 



3j j 

Kfy'-ïf'y ./" 



bjn multipliant l'équation (9) par ce facteur intégrant et 1 
emplaçanl y par sa valeur tirée lie l'équation (8), il viendra 



3 dr 



f W^ 



Posons y = z -, d'où dy= — -3 " dz\ en substituant ees 
leurs dans l'expression précédente, il viendra, après s voir suppri 

rf.r f'idr+f>k _ 

ou encore, en posant /s = u et, par suite, j. = (£) , 



L'équation (i) s'intègre donc complètement au moyen des fonc- 
tions elliptiques et cette intégrale est, en désignant par 7. et !3 deux 
constantes arbitraires, 

Çdx i' du. 

où u doit être remplacé par sa valeur fy :> . 

3. Comme je l'ai fait observer an début de celte Noté, l'équa- 
tion (i) admet comme solutions une infinité de polynômes entiers; 
en considérant l'intégrale intermédiaire (9), ou voit immédiate- 
ment que, pour ces solutions, a doit être nul, et il est facile de voir, 
en effet, que, dans ce cas, l'équation (10) s'intègre algébriquement. 
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, ra „„ i .,.„,o.„,,„„„ J ,£-^(g)-= 6 /,„. »„ 

Pour l'une quelconque de ces solutions, on a ainsi 

//*— 3 />y + |/*r'+ 9/' = <■'■ 

■ ii encore, en multipliant le premier membre pin- 4/ cl cn décom- 
posant ses pi'emicrs termes en la somme de deux carrés, 



(Vy-3/»'+ 9(V/'~ 4/")j'+ 36/» = o. 

Pour employer les notations habituelles, si nous posons / = H, 
y = U et zfy'— 3/'^ — 3J, il viendra 



C'est la relation bien connue qui existe entre les covariants d'un 
forme cubique. 
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SUR L'ATTRACTION QU'EXERCE 

UN ELLIPSOÏDE HOMOGÈNE 



Considérons l'ellipsoïde -'-,- +t-H — - = i et un point M ex lé- 
r et 3 1 i: 2 l 

rieur à cet ellipsoïde et ayant pour niasse l'imité. En désignant 
par x,y, z ses coordonnées, par p la densité uniforme de la ma- 
tière qui forme l'ellipsoïde cl par k une quantité constante, la 
valeur du potentiel du point M, relativement à l'ellipsoïde, est 
donnée par la formule 



"-'"JJÏw^mf 



l'intégrale triple s'élendanl à tous les points situés dans l'intérieur 
de l'ellipsoïde. D'après une formule due n Jacobi, le facteur 



Ax-*> 


■+(ï-T)' + (Z-.)> 




... i r" 


de 




"!*'i.| \-.v+i 


(Y-^)co.p + i(Z-«)i 


'"? 


On a donc 






v ''errrr''- 


dXdYdZda 





le point M étant à l'extérieur de l'ellipsoïde, la quantité sous le 
signe f ne devient jamais infinie. On peut donc intervertir l'ordre 
des intégrations et écrire 



"=-Hf«fff *-„,„-?;, 
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Kaisons un changement de variable en posant 

V ko f i71 , /" r r d\dy,dl 

m = -dj, d vJj Li+>i,+in-v 

équation où j'ai pose, pour abroger. 

h = a, M = (ôcosç, N = *c*inç, cl P = a- -t- i> cos<p -+■ m aimp. 

L'intégrale triple s'étend à tons les points situés dans l'intérieur 
rie la sphère q- + ?r -\-'Ç- = i. Elle peut se mettre sous la forme 

i r r r djd^dt 

(/L'-t-M^N'JJ./ 4 

A désignant la distance du point (5, ï|, Ç) au plan H, dont l'équa- 

LX + MY + NZ — P =o. 

Il est faeile de l'évaluer. Menons, en effet, deux plans infini- 
nient voisins parallèles au plan II; soient respectivement / et 
t-\-dt les distances de ces plans au centre de l'ellipsoïde; soit 
enfin D la dislance du point au plan H. Les deux plans infini- 
ment voisins découpent dans la sphère \\n>i couche don t le volume 
est -r.{ i — t-)dt; tous les points de celte couche sont d'ailleurs à 
une distance du plan H égale à D — t; la partie de l'intégrale 
triple relative à cette couche est donc égale à 



^L' + W' + N' D -« 
l la valeur tic l'intégrale triple elle-même e> 

- r'n-i^d 

V^L* + M« -f- N* J_i D — ' 

nain 
Ppa. 



Si l'on remarque maintenant que P— D^/L' + M + JN a , en rempla- 
çant L, M, N et l' par leurs valeurs, il viendra définitivement 



? — ti/(a*-ù*) + Cf> , -r 1 )s m "**<ï 
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L'intégration relative à t s'effectue immédiatement; je conser- 
verai néanmoins la formule précédente sons cette forme. 

On peut remarquer que le premier membre est, à un facteur 
constant prés, le rapport du potentiel à la ma>se de l'ellipsoïde; 
il es! clair d'ailleurs que le second membre ne change pas quand 
on remplace l'ellipsoïde considéré par un ellipsoïde homofocal. 
De là résulte immédiatement l'importante proposition de Wa- 
claurin : Les potentiels d'un même point relativement à deux 
ellipsoïdes liom.ofocaii.r sont proportionnels aux masses de ces 
ellipsoïdes. 

Si la surface est de révolution et si l'on a6 = c, l'intégration 
relative à cp s'effectue immédiatement, en vertu de la formule de 
Jacobi rappelée plus liant, et l'on a 






>.*)dt 



, ^ ï +^ H .( ;c _ i ^'-^r' 



en effectuant ensuite l'intégration relative à t, on obtiendrait la 
formule bien connue qui donne explicitement la valeur de V, 

En terminant, je ferai observer que la méthode employée ci- 
dessus pour déterminer l'intégrale triple 



fffu 



suppe 


ise 


esser 


iliel! 


avoir 


des 


don 


tes s 


tilés 


soni 


, im 




quoiq 


uei 


inpf 


u m 



-Mvi-i-Nt; — P 

t L, M, N et P réels. On pourrait donc 

légitimité de son emploi quand ces quan- 

naires; mats une autre méthode 1res simple, 

brève que la précédente, conduit également 

que j'ai donnée ci-dessus. 
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RECHERCHE D'UN FACTEUR D'INTEGRA MUTÉ 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 

Ihi/lt'Uii il'-, la Sicidtc i)i<itht]inatii]iiu du France, t. VI; 1878. 



1. Soit à intégrer l'équation du premier ordre «[y — y' dx = o. 
nii y 1 est déterminé par L'équation 

a désignant une constante arbitraire. 

M étant le multiplicateur propre à rendre rfy — y' f/x une diffé- 
rentielle exacte, ou peut supposer que, dans son expression, ou ait 
remplacé y. par su valeur tirée de l'équation (1); M sera donc une 
l'onction de x,y,y', telle que 

M(dy — y dx) 

soit «ne différentielle exacte. 

D'où l'on déduit l'équation de condition 

rfM , diïdy^rtM , t ,d\l\d/_ = ^ 

dx ' dy' dx dy ' \ dy' } dy 

L'équation (1) donne d'ailleurs les relations 

(A' d\ d/ _ dV dV d/_ _ 

t/j: dy' dx dy dy' dy 

Tirons de ces relations 

tlans l'équation précédente, il viendra 

rfV rfM rfV dM _^ , /dV <m __ rfX rfW\ . dV _ o 

1 ~d.v dy' ' ' dy' d.r + ' y \dy dy' " dy' dy}~' ' dy " "' 
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Cette équation doit être identiquement satisfaite quand on y rem- 
place y par sa valeur tirée de (1), et, comme a est arbitraire, elle 
doit être satisfaite quel que soit y'. 

Le facteur d'inlcgrabîlité M est donc déterminé par l'équation 
aux différences partielles (2), où x, y et y' doivent être considé- 
rées comme trois variables indépendantes. 

Il suffit de trouver une solution particulière quelconque de celle 
équalion et de remplacer, dans celle solution, y' par sa valeur 
tirée de l'équation (1). 

Quant à la solution générale de l'équation (■?.), il est évident 
qu'elle se ramène à la solution de l'équation (i) elle-même. 

1. Proposons-nous maintenant ie problème suivant : 
Trouver toutes les fonctions W(x,y,y') telles que,./' étant dé- 
terminée parla relation (1), V (x, y, y' ) = a, l'équation 

dy — /dx = a 

admette comme facteur d'inlégrabililc une fonction donnée M de 
x,yely'. 

Si, dans l'équation (2), on regarde V comme la fonction incon- 
nue, on voit immédiatement que l'intégration de cette équation 
dépend de l'intégration du système suivant d'équations aux diffé- 
rentielles ordinaires du premier ordre : 





fit» , dM \ ' 


on a identiquement 




dx df + dj [,' + ' y dy')~ 


d (dM ,dM\ 



Le dernier multiplicateur du système d'équations (3) est donc 
l'unité. 

Supposons que nous avons trouvé une solution V( x, y, Y 1 ) = a 
du problème proposé, d'après les principes donnés par Jacobi, ou 
obtiendra une seconde solution du système (3), en posant 



J"±[("+'£)*-S*] 
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y' étant remplace sous le signe somme par sa valeur déduite de (i) 
et |ï désignant une constante: non seulement la quantité sous le 
signe somme sera une différentielle e\acle, comme on le sait par 
les propositions dues à Jacobi, mais encore l'intégration pourra 
toujours s'effecluer effectivement. 

La solution la plus générale du problème est ainsi donnée par la 
relation suivante, où I" désigne une fonction arbitraire. 

(4) F(«,p)= court,, 

où a doit être remplacé par sa valeur déduite de (i); et l'équation 
dy — y' dx — o, où la valeur de y' est fournie par l'équation (4), 
admet comme facteur d'intégrabililé l'expression M(x, y, y'), où 
y' doit être remplacé par sa valeur déduite de (4)- 

3. Soit f(x, y, a) une fonction quelconque de x, y cl d'une 
constante arbitraire a ; en posant 



l'équation dy — y dx = o admet évidemment comme facteur d'in- 
Légrabilité l'expression 



quelles que soient les fonctions 'I> et F. 

Je suppose que, dans cette expression, on ail remplacé a par sa 
valeur tirée de l'équation (5), et je me propose de trouver toutes 
les équalions qui admettent M comme l'acteur d'inlégrabiliié. 

Pour cela, on a à intégrer le système d'équation (3) dont une 
première intégrale est donnée par l'équation (5), où a désigne une 
constante arbitraire; d'après ce que j'ai dit plus haut, une seconde 
intégrale sera donnée par l'équation (3)', qui devient alors 



/ï[(- 



,dM tta\ , dM di. 

rt! dy j tri dy 



fm»+y%$)-- 
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On a d'ailleurs, en vertu de l'équation (4), 

•M. JlJL ._ iL d! f 

,lv' il.r Jï tlv ily ity. il r 



En substituant celle valeur de -j- dans l'expression précédente 



Quelles que soient les fondions <1>, (-) et V, le facteur d'inté- 
(rabilité de l'équation 

dy—y'dx-o, 

• à y' est déterminé par la relation 



*(«)F'(/)^ +f(«)F(/)+e(*)=o, 



relation dans laquelle y. doit être remplacé par sa valeur dé- 
duite de V équation (5), est 

V 



*(*>*'</);) 



ï étant, dans cette expression, remplacé par sa valeur tirée 

de l'équation (G). 

I. La proposition précédente peut encore s'énoncer ainsi : 

En. désignant par '&, W et% des fonctions arbitraires, on peut 
toujours ramener aux quadratures l'intégration de l'équation 

(?) •(«)F'(/)|+»(«)I'(/) + 9(«)=o 1 

7. étant déterminé par l'équation 

'il -h y il = o. 
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En effet, si <I> n'est pas identiquement mil, on pourra facilement 
ramener l'équation précédente à la forme de l'équation (6). 

Si <I> = o, l'équation petit se ramener à la forme /=tp(«), 
a étant remplacé par sa valeur tirée de (6) et son intégrale est, 
comme l'a remarqué Lagrange. 

5. Je ferai remarquer encore que, l'équation (6) ne détermi- 
nant / qu'à une constante arbitraire prés, on peut, dans celle 
équation remplacer f par f-\- p.(ct), p. désignant une fonction 
arbitraire de a. 

On sait donc, quelles que noient les fonctions "t", Vf, 0, p. etf, 
intégrer l'équation 

•CÏF-Ï/+ ■*(■>][£ + Kl-)] 

+ ÏT( 2 )F[/+[i( a )] + e(a) = o, 

où x doit être remplacé par sa valeur tirée de l'équation 

il >&- n 

d.r -* dy 

ti. Soil, pour prendre l'exemple le plus simple, f=J' — ~J-x\ 
on en déduîty'^ a. 

D'où il suit que l'équation 

oùv 1 est déterminée par l'équation 

, s , \ *'(r')P[r-^y+?(yn 

1 - a -^(y)F'[ r - a -y+^(y)]+e(y)= , 

a pour facteur d'intégrabilîtc, quelles que soient les fonctions <î>, 
F et a, l'expression 
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■W CAL 

où y doit être remplacé par sa valeur tirée de la relation (8). 
Taisons, par exemple, 

o(0=o, •(*)=>.. F(t) = -r- et e(i)=t», 

d'où l'ëquatîoa différentielle 

dy — (j'-+ /.-ri — -t.ry) dx = o, 
dont un facteur d'tntégrabilité sera 

KllVi-tivcment, on a 

( r __ & _ . c yV- aay)^ _ { & -h ^--xxy ) <fe] 
= ( j _ a4_ a; ^4— a xy) dy 
— [3ya>>— x*-t-(y — aic a )/^4— aay]da\ 

expression qui, comme il est facile de le vérifier, est une différen- 
tielle exacte. 
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SUR L'INTÉGRALE f" 



Bulletin de kl Société mathématique de Fia 



i. Je suppose, dans tout ce qui suit, que n soit un nombre 
entier positif. On a évidemment 

(i) f z»e~"* + "' dz= — e~"'" + = ''' 6„ + U„ f e~ « +; '' dz + V„, 

6„ désignant un polynôme entier en x et en z, U„ et V„ deux po- 
lynômes entiers en x. Si, pour mettre les variables en évidence, 
on écrit pour un instant <?)„(:■, x) au lieu de 9„, on a d'ailleurs 

V„=e„(o,.70. 

En dérivant l'équation précédente, on a 

et de cette relation, pour n = o, n = i et /> = a, on déduit facile- 
ment les systèmes de valeurs suivants 

Uo = i, 9, = o; U,=»-, 9 L = i; U a = ar a -J- f , 9i = * H- a-. 

En général, de l'identité 



on déduit 

(2) U„ +l =*U B + .*U„_, 



(3) 6„ +1 = -'M-*©,,. + tt0„-i. 

2. La relation (2), jointe aux valeurs données de U et de U,. 



.Google 



montre immédiatement que les polynômes U„ sont précisément 

cens qui ont été considéras par M. Hermite, au sujet du dévelop- 
pement de e * ' en série (' ), dans le cas purliculiev où l'on 

Ces polynômes peuvent donc être définis par l'équation 
(4) .ï- = U^U,. + ^^...*_^-,-,.... 



3. De l'égalité 

f g«e~'* + " r dz=- e~ ~* +iX B„ -+- U„ f i~~* +aJ: dz + V„, 

on déduit, en égalant les dérivées des deux membres par rapport 
kx, 

— e~ T+ "' ©„-,-! -t-U„+, f e~~ + '~'' dz+-X, l+ > 

du: dx J a 



u„=,u. + §, 

, _ rfv. . „ 
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4. On on dériait facilement ces équations 



ont été données par M. Hermito. 
'osons, pour abréger, 



on aura les relations suivantes 

[!„+, =e~ T+= ' r a«-i-a7H„-HnH„_, 
et 



dx* dx 



*=.-?-(- 



Il est remarquable que, le polynôme U„ étant une solution de 
l'équation linéaire du second ordre 



satisfasse à l'équation 

-'t+- j 7 , i+ , ,, <& A 

f+œy-ny=e - (^'^U»-^], 

qui ne diffère de la précédente que par la 'présence du second 
membre. 
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5. Les fonctions (-) peuvent s'exprimer facileme! 
des fonctions U. 
On a, en effet, 

(9) e„ +1 = IA,„,„U„, (m^o.i, a, ...,»), 

où, en posant, pour abréger, /; — m = a, 



Le terme constant de cette expression est mil si fx est impai 
si u. est pair, égal à 



Par suite, en faisant, clans la relalion (9). 

il vient 

!io) V» tl =U, + (ii-i)U»-, + {»-a)(»-3)O w 
6. En faisant s^x dans l'équation (1), il vient 

f s'>e~* + "djs = V a f e~ ' "*"" rfs -1- \ 
ou encore 

jf"»'^' i """ , '*=u„ J r".-î"-"+v„ e 

l'nsons 5—1=1, il viendra 
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formule où figure dans le premier membre l'intégrale multiple 

d'ordre n de la fonction e 2 . 

Ces intégrales multiples donnent donc naissance ans mêmes 
polynômes U„ qui, dans la théorie développée par M. rlermilc, 

proviennent des dérivées successives de la fonction c 3 . 
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES 

DU TROISIÈME ORDRE. 



Comptes rcitdtts de, nèimMs dû l'A'-n.dëmie des Sf.i 
t. LXXXVHI; 1871). 



1. Étant donnée une équation différentielle linéaire 

A ±1 + I! 'l^Z + ill + K 4:+L = o. 
dœ" dic"~ i ds 

on peut lui faire subir deux transformations différentes, de (elle 
sorte qu'après les transformations elle conserve encore la même 
forme. 

On peut d'abord changer de variable en posant &=f(z), 
puis, celle substitution effectuée, changer d'inconnue en posant 
y = V(z)u. Les diverses transformées que l'on obtient ainsi, en 
donnant aux fonctions /{z) et V(s) tontes les formes possibles, 
peuvent être considérées comme appartenant à une même classe. 

Ainsi, toutes les équations différentielles de second ordre ne 
forment qu'une seule classe et sont toutes réductibles à un type 
unique, par exemple à l'équation -j*^ — o; maison ne sait pas. 
au moyen de simples quadratures, opérer elfeclivement celte ré- 
réduction, ni, deux équations du second ordre étant données, 
trouver les transformations qui permettent de passer de l'une à 



2. Des circonstances enti 


èremenl 


diffère 


nies s 


e pré se 


nient 


dans la théorie des équatio 


us diffél 


■en 11 elle 


i linéc 


ires du 


troi- 


sième ordre. 












Considérons l'équation 













îQ$Uilr. 
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cl supposons que, après avoir fait successive»: 
tîons x = /"{;;) cl y = V(s) u, elle devienne 



Je considérerai d'abord 1rs expressions e~- n '' u el c ff " l: ! intro- 
duites par M. Liouvillc dans l'étude des équations linéaires; on 
voit facilement que l'on a identiquement 



la fonction e" Jr '' : ' constitue donc, relativement à l'équation (i), 
un véritable invariant qui, après les transformations, se reproduit 
à un facteur près dépendant uniquement des transformations 

opérées. 

3. On obtient un second invariant de l'équation (i) on consi- 
dérant la l'onction 



si, en effet, on forme, relativement à l'équation (2), la fonction 
semblable 

I est donc encore un invariant de l'équation (t) qui ne change pas 
de valeur lorsqu'on change l'inconnue. 

lio combinant entre eux les deux invariants précédents, je con- 
sidérerai encore l'invariant J = e 3j " prf,r I qui donne lieu à la 
relation 

(4) J =JV*(3) 

el qui, on le voit, ne change pas de valeur quand on change de 

variable. 
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4. Proposons-nous maintenant de reconnaître si deux équa- 
tions données (i) et (a) apparemment à la même classe. Si cela a 
lieu, en intégrant l'équation (3), on aura 

a désignant une constante arbitraire; cette valeur, portée dans la 
relation (4), dé 1er minera V(;), et, si les équations appartiennent 
effectivement à la même classe, on devra pouvoir disposer de l'ar- 
bitraire cl de telle sorte que, par les transformations indiquées, 
l'équation (a) résulte de l'équation (i). 

5. Toutes les équations du troisième ordre peuvent, en effec- 
tuant de simples quadratures, se ramener à une forme réduite ne 
renfermant qu'une fonction arbitraire. Si, en effet, on intègre 
l'équation (3) en y faisant !(, = i,on en déduit une transformation 
telle que l'invariant I de la transformée est égal à l'unité; de 
même, en faisant J„ = : , on déduit de l'équation (4) une nouvelle 
transformation telle que la transformée manque du coefficient du 
second terme, son invariant I demeurant d'ailleurs égal à l'unité. 

Celte transformée sera donc de la forme 

Si l'on considère une autre équation sous sa forme réduite 

£--<•>£-•-[•■(.)*«.=•. 

il est clair que ces deux équations appartiendront à la même 
classe si, en déterminant convenablement une constante a, on a 
identiquement 

F(# + .) = *(«). 

6. Les considérations qui* précèdent .supposent essentiellement 
I différent de zéro. Si J = o, il y a une relation homogène du se- 
cond ordre et. à coefficients constants entre trois solutions quel- 
conques de l'équation donnée. Son intégration se ramène alors à 
l'intégration, d'une équation du second ordre. 
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î LINÉAIRES T. 

7. On peut, on même temps que l'équation (i), considérer 
l'équation adjointe de Lagrangc 

si l'on désigne par I et J les deus invariants de l'équation (i), 
et par I et 3 a les mêmes invariants relatifs à l'équation adjointe. 
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SUR QUELQUES INVARIANTS 

DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 





("Oillpic:: 1 ■ 


mdus 


>(t'S Slitll- 


■tev de l'A( 


adêmie des Scie/ 








t. LXXXVHI; 187 


9- 


1. So 


it une éqi 


.atïoi 


l différ. 


fntielle lii 


léaire du n»«* 


,fi 


+niî £ 


^ + 


«(«-1 


> r ^ 


+ ... + nK J 



la lettre A représente ici l'unité et n'est introduite que pour 
mettre mieux en évidence les rapports qui existent entre les inva- 
riants de l 1 équation différentielle et les covariants de la forme 

algébrique corrcr-poiiilaiil.e 

Y = A.X»+»Bl«-i ( n- ' lt "\ '' CXn- 2 [i 2 -+- ■■■ -t-nKlfi—'-t- LpL«. 

Comme j'emploierai parfois la rotation de Lagrange pour désigner 
les dérivées d'une fonction, les diverses quantités A', A", A'",. . . , 
quand je croirai devoir les introduire, devient être regardées 
comme identiquement, nulles. 

2. Les équations différentielles linéaires peuvent être transfor- 
mées de deux laçons différentes, en posant d'abord x =f(z), ce 
qui change la variable, puis en posant y = V(a) u, ce qui change 
la fonction inconnue. 

Certaines fonctions des coefficients d'une équation différen- 
tielle ne constituent des invariants de cette équation que relati- 
vement à l'un de ces modes de transformation. On peut, pour 
éviter toute confusion, les designer sous le nom de semi-inva- 
riants; dans cette Note, je m'occuperai spécialement des semi- 
invariants qui sont relatifs aux changements de fonction. 

3. On sait que l'on peut toujours, en posant y = zu, faire 
disparaître le second terme d'une équation différentielle linéaire, 
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: désignant l'invariant de M. Liouville e & ; cette transfori 
Lion ne pont évidemment se faire que d'une seule façon. 
11 en résulte que, si l'on désigne par 



cLc" i.a d.r"~- i.a.3 dx"- 3 



i .'..!. i dx»-'* 

l'équation transformée, les fonctions 11, B, Z, ... sont des semi- 
invariants de l'équation différentielle donnée. Ces serni-invariants 
présentent d'ailleurs la plus grande analogie avec les covariants 
associés à la forme Y ('). 

-i. En effectuant les calculs, on trouve aisément 
II = ,\C — B« — (AB'— BA'). 
8 = A*D — 3 ABC ■+- a \ï* - ( AB"— BA"), .... 

Le semi-invariant H est corrélatif du hessien de la forme Y; il 
jouit des propriétés suivantes : 

i° Il reste invariable quand on change la fonction inconnue. 

a" 11 conserve également la même valeur quand on considère 
l'équation adjointe de Lagrange. 

3° Si l'on euecLue la transformation la plus générale, en posant 
d'abord x=z/(z), puis_y = V (c) u, en désignant par H le semi- 
invariant relalif à la transformée, on a 

\dx dx' a WW J \ 



"•=(Ê)'!(£)'»-^K 

u veut obtenir une iransfo: 
it intégrer l'équation 

\dxj li \_dx dx* ->.\dx"-f J 



'i. Si l'on veut obtenir une transformée pour laquelle II soit 
nul, on doit intégrer l'équation 



( ' ) IlEllMlTE, Second Mémoire sur la théorie, des fonctions km 
indéterminée.! (Journal, de Crelle, l.iii, |». ->-">). 
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fjali CAIJÏUL INTÉGRÂT.. 

se réduit à une équation linéaire du second ordre. Cette équation 
étant intégrée et la substitution x=/(z) ayant été déterminée 
de telle sorte que H soit nul, faisons un changement de fonction 
de telle sorte que le second terme de l'équation disparaisse; 
l'invariant II demeurera nul, et sa valeur montre que, B étant 
nul, C l'est également. On obtient donc une transformée dans 
laquelle le deuxième terme disparaît ainsi que le troisième, et il 
suffit, pour opérer cette réduction, d'intégrer d'abord une équa- 
tion linéaire du second ordre, puis d'effectuer une quadrature. 

(î. Comme application de ce qui précède, considérons l'équa- 
tion linéaire du troisième ordre. En appelant I l'invariant de cette 
équation, dont j'ai donné la valeur dans ma précédente Commu- 
nication, on a 



Quand I = o, on voit que, si II est nul, il en est de même 
de 6; donc les équations linéaires du troisième ordre, pour les- 
quelles l'invariant f est nul, sont réductibles h l'équation type 

S— 

d'où les conséquences suivantes, que j'avais, du reste, énoncées : 
i" L'intégration de ces équations se ramène à l'intégration 

d'une équation du second ordre, 

a" Les intégrales de l'équation ( 1 ) étant respectivement 1 , :, z-, 

quantités entre lesquelles a lieu l'identité 

il v a entre les intégrales d'une équation dont l'invariant I est nul 
une relation homogène du second degré et à coefficients con- 
fiants. 

3" Réciproquement, si une pareille relation existe entre les 
intégrales d'une équation du second ordre, on peut la mettre 
sous la forme 



nléarales convcnablem 
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sics. Par une ira nsfm'tna lion jiénénde, on peu L donc obtenir une 
équation dont les intégrales soient i,setz 2 ; en d'antres termes, 
l'équation est réductible au type 






,Google 



SUR L'INTÉGRALE £^r 



Ilullvlin- de. lu .•ir-iiil.r iiiatlu.iiiiitiijue de Fia. 



1. L'intégration par parties donne, en posant 

la relation suivante 

La série que l'on obtient en faisant croître indéfiniment n dans le 
polynôme V(x) est nécessairement divergente pour toute valeur 
de X, quelque grande qu'on la suppose. .Néanmoins, pour de 
grandes valeurs de la variable, elle peut, en ne tenant compte 
que des premiers termes, fournir une valeur très approchée de 
l'intégrale considérée ('). 

Je me propose, dans la Note qui suit, d'obtenir le développe- 
ment eu fractions continues du polynôme F(#). 

2. En posant, pour abréger, N = ±i.2.3... n, on a 

d'où 

(a) F'(^) = F|»-I- J_. 

(') Relativement à ces séries demi -convergente s, voir la Note de M. Hcrmite 
Sur l'intégrale f - — dz, insérée dans les Actes de l'Académie royale 
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Soit -}■,-■{ " nc - rf-'Jiiî Le du nolvuôme Vi'.t) don/ le dénominateur 
soj> tf '«/i degré m < - • On a 

ou encore, en vertu de la relation (2), et en remarquant que 2m 
ssl au plus égal à n. 

<t'(*)f(.*)-f<*)<t(T) *(X) t I -I \ 

/*<,*) A*) * U""--7' 

ou encore 

(3) *[?'{*>/l» -/»«(*) -?0)] +/■(» = A, 

A désignant une quantité constante. 

3. Formons maintenant l'équation linéaire du second ordre 
My" — Sy' -\- P,/ = o, qui a pour solutions 



71= ?(*)«--/(*] 



r~ 



rtu d'une formule bien t 
N rf , „ 



■ î =J'iJ'î— r^i- 



ni dx ° ' 
Or, un calcul facile donne, eu tenant compte de ia relation (3), 

0.1 a donc 

;') Si: dûsijjim j;éiiéralcrucnt, cl en faistiul alisliaclioii des sm leurs des coefli- 
cients, par ( — ) une série on lou née suivant les puissances décroissantes du x 
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d'où il suit que le polynôme f(x) satisfait à l'équation difféi 
Lielle du second ordre 

; 4 ) ;ry" -+- {x -+- l ) y' — m.y = o, 

dont une seconde solution est 

« = 9(*)«--/<*>jf 
Le développement en série donne aisément 

i. En dérivant m fois de suite l'équation (4) il v 
d'où, en désignant par B «ne quantité constante, 






c'est une solution particulière de l'équation (4), et, comme elle 
ne renferme pas de termes entiers en x, sa valeur est précisément 
la fonction qui; j'ai désignée précédemment par u. 

On a donc, en modifiant un peu les notations déjà employées 
et en mettant en évidence le degré du polynôme /(a. 1 ), 

..-,.<.)~-/.(., J f '^r^, j; =^- 

en y faisant x= o, on en déduil 
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ef lu formule précédente devient 

(-,, „„_ o, [r>c — /,„(„£ ^ = - ,„:(• ^g^' . 

i). En dérivant l'équation précédente, on a 

en combinant celte valeur de u' m avec l'équation (4) à laquelle 
tisf'uît « m , on obtient la relation 

d'où l'on déduit les deux, suivantes 

( 7 ) /»«<*) = (* + »!»+ !)/*(*) -*'/—I<*) 

(8) ?»«(*) = (*+»'»+ !)?»(*) -«»?«-!(*). 

6. Avant, comme il est facile de le voir. 

on déduit de la formule ((.i) le développement suivant 
r" p.-* dx _ x î 



dont la loi est évidente 
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Les diverses réduites de ceLtc expression sont 



x-hi »» + 4a> + a' x*-t-çji*-i- iBar-i-6 

l'expression générale de la m iia " réduite étant e~ x ■j'- .Jy les fa- 
milles (7) et (8) permettent d'ailleurs de calculer successivement 
les valeurs des polynômes s m (x) et f m (x). 

7. Comme la fraction continue précédente provient d'une série 
divergente, il est nécessaire de prouver qu'elle est convergente et 

a pour limite / -• A cet effet, je remarque que de l'équa- 
tion (5) on déduit 

r-'dx ,.?„,0) ml r" r-'t* — *y* 









De là résulte immédiatement que les diverses réduites dont l'ex- 
pression générale este -1 ?'" ^ vont toujours en croissant en res- 
tant inférieures à la valeur de l'intégrale cherchée. Pour démontrer 
qu'elles ont celle intégrale pour limite, il suffit de l'aire voir que 

la limite de^ f' """^T*" ^ --«' q»»d '» ™« i- 
définimenl. 

Je ferai observer d'abord que le facteur ■ — tend vers zéro; 
puis, en désignant par A une quantité très grande et arbilraire- 



fr-aQ-rfi 



Dus la forme 



Ï^M 

suivante 

Relativement à la première intégrale, comme dans l'intervalle 
considéré z ~ — est toujours plus petit que i — ^> celle intégrale 
est plus petite que (1 — ^Y" f ~-^> donc > quelque grand que 
soit A, clic tend vers zéro quand m augmente indéfiniment. La 
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seconde intégrale est évidemment plus petite que f e~ z dz, c'est- 
à-dire que e _A ; donc, pour une voleur suffisamment grande de À. 
elle est aussi petite que l'on veut. Ainsi, la fraction continue, 
quoique provenant d'une série essentiellement divergente, est 

... .- • r" e~ x dœ 

elle-même convergente et a pour limite / — — • 

8. Comme application, faisons x = i ; les réduites suivantes: 
À J!L '^ $' 10 70'" 

seront des valeurs approchées de l'intégrale / - — — ; en les ré- 
duisant en décimales, on obtient les expressions suivantes 



La véritable valeur est o, 219383g. 

lui faisan tx = 4, l il deuxième réduite donne pour valeur appro- 
chée de l'intégrale / - — — la valeur -f-?, ou, en décimales. 
o,oo3;-, dont les trois premiers chiffres significatifs sont exacts. 

9. Dans sa Mécanique céleste (t. IV, Liv. X), Laplace a donné 
le développement en fraction continue de l'intégrale / <r x ' dx. 

Sa démonstration, reposant sur l'emploi d'une série divergente, 
est, comme l'a fait remarquer Jacobi, entièrement inadmissible ; 
ses résultats sont néanmoins exacts et ont été démontrés directe- 
ment par l'illustre géomètre (<) allemand. 

La méthode que j'ai développée ci-dessus, relativement à l'in- 
tégrale / -> s'applique entièrement à l'intégrale considérée 

par Laplace, et elle montre d'une façon très nette comment, tout 

{•) De fractions continua, in quam intégrale j e-^dx evolvere licet 
(Journal de Crelîe, t. 12, p. lifi). 
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en partant d'une série divergente, on peut néanmoins arriver à 
une fraction continue donnant la valeur de la fonction qu'il s'agis- 



1. J'ai montré que les diverses réduites -j-r~. de la séri< 
onvergente 



avaient pour limite la transcendante e x I '— ■ 

On a d'ailleurs, en représentant par ïi(/<) le produit i .i...(n— i)n. 

(.i/.w^w^^+a^^ ^'"-;','.;,- 3 ' -^'-]' 

et. 

(3) /•*■(«)=.<* -H»-t- ■ )/.(*) -»=/-■«■ 

La série F(a:) pevttse mettre sous la forme suivante 

Des principes posés par M. Heine, il résulte immédiatement 
que, &(x) désignant un polynôme quelconque d'un degré infé- 
rieur à h, on a 



£ ezf n {x)< },(*)<& = o. 



d'où l'on conclut, puisque e 3 " est toujours positif, que l'équation 

a toutes ses racines réelles et inégales, elles sont d'ailleurs évi- 
demment négatives. 

± En particulier, on déduit de l'équation (.•{) la relation sui- 
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vante, où /< cl n' désignent riens nombres entiers différents, 

(5) j ««/,(»)/».(»),**= C 

Pour évaluer / e x fj l {x)dx, je remarque que, en intégrant [ 
parties, on a 



j e*fi l (*-)dr=\exf} l (T)Y^~ ï ^ e*f n (x-)f n 



ix)dx: 



l'intégrale qui figure dans le second membre de cette identité 
est nulle en vertu de la relation (4); r,t > déduit donc de la rela- 
tion (i) 

(6) f e*fk(x)dx = n*(n). 

Des formules précédentes résulte, comme on sait, le développe- 
ment d'une fonction quelconque <I>(x) au moyen des polynômes 

/.(?>■ 

Si l'on pose, en effet, 



f"," ,H ' 



3, Soit, comme application, 
On aura 
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■'i-' l; 

d'où le développement s 






01.1 encore, no posant t — - 



; 7) ~ = ' + Vit») + ^/i (*)+-•+ ûï^/"^) + ■ ■ ■• 

développement qui subsiste évidemment pour toute valeur de s 
dont le module est plus petit que l'unité. 

Les diverses propriétés des polynômes/,, (.r) se déduiraient du 
reste très facilement de l'équation précédente en employant les 
méthodes données par Legendre relativement aux fonctions X.,,. 

On a, par exemple, l'identité 

.£ n(») -. n(m) (i-*)(i-o (i_o(i_,/ 

d'où, en inlégianl, 



f „V !W y'"/.i 

jf_.' .£ ii(») Zi n(„, 

■t de ià résultent immédiatement 1rs formules (5) et (6). 
4. De la formule 

f «»»*»/., <«> !fc II< ») (.JJy^i . 

in déduit, en dérivant m fois par rapport à t, 

y" tf »n-o T -/.(i)rf, = n(»)D- (1 ^'* ) „, . 

l'où 
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et, en supposant m % n, 

£ .-»»/,(») <fc>(-o»-» s 

d'où le développement suivant 



= (-0«n(in) [/.(a>)-m/i(g)+ CTf " al ° /i 



(.,,, 



»(m-i) (w-a) 



/.(»)- 



Celle formule, on le voit, se déduit de la formule (i) (où d'ail- 
leurs se trouve le nombre entier n au lieu du nombre m) en 
changeant f„ (x) en ( — x)" cl x" en { — i) u f„(x). 

De là résulte que, si une fonction quelconque 'b(x), ordonnée 
suivant les puissances croissantes de x\ s'exprime au moyen des 
polynômes/,, (.r) par la formule symbolique suivante 

*(^)=e(/), 

où, dans le second membre, l;i puissance ii"'" 1 '' de J doit être rem- 
placée par/,,, on a aussi symboliquement 

*(_») = 8(-/>. 
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RÉDUCTION EN FRACTIONS CONTINUES 



/li'Hriiti i/f In Sucwli: rii'tthéw.ili'fiit! (te- f-'runve, t. VIII; iS-lj. 

1. Soit z une fonction satisfaisant à l'équation linéaire 

(1) W;'= Y; + U, 

où U, V et "W sont des polynômes entiers en x. 

Supposons, pour fixer les idées, que z soit développable suivant 
les puissances croissantes de x. ci proposons-nous de former les 
réduites successives de la fonction z. 

Eu désignant par/,, le polynôme du degré n. qui est le dénomi- 
nateur de la réduite de rang «, posons 

on en déduit 

d'où, en portant ces valeurs dans l'équation (1), 

u + v ?! + - jL; + "•(.;/„ -/;.„) w_ =(i 

/,i u/.,.v - w (f ;/„ -/'„ ? „) ./■ [v (^ T ) ■+- w (-.4^)] ■ 

( ' ) Je désigne ici, comme daus Lout ce qui suit, par j — - ; I une série ordonnée 
suivant les puissances décroissimlc.s de j; cl coi n hh'u ça ul |iar nu tenue île l'ordre 
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Le premier membre de cette relation est un polynôme entier; le 
second membre est de l'ordre de la fonction V( — J + WI — 1> et 
cet ordre, qui est indépendant du nombre n, indique le degré de 
ce polynôme. 

En désignant par A,; un coefficient indépendant de x et dont je 
fixerai plus tard la valeur, je puis donc poser 

(») f\V +/ B?B V-W( ? ;/, i -/'„?„) = A n 9„, 

où 0„ est un polynôme entier dont le degré est marqué par Tordre 
de la fonction 

v (ï)- w (iy 

2. Formons maintenant l'équation différentielle du second 
ordre 

qui a pour solutions 

y,=f, et }■■=«"■' '"(-.-/-=)■ 

En posant, pour abréger, 

on a, d'après une formule connue, 

M dx " ■ 
or, un calcul facile donne 

, , _ -fi" fi " +/. ?»v - w( ? ;,/, t -/;,?„) 
w 

et, en tenant compte de ta relation { :i). 
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Mo CALCUL INTÉGRAL. 

ef. il jésuite de là immédiatement que l'équation chercliée est de la 
forme 

"vve„y + [(V + W)e„ - wb;,]/+ K n y = o, 

oii K„ désigne un polynôme entier dont le degré est indépendant 
de n. 

Je mettra! celle équation .sous lu forme 

wr + (v + W '- w |^)y + jjf y = ° 

(3) W/+ W / + W,/ = o. 

Je ferai remarquer que, quand cette équation est connue, Q„ est 
connu à un facteur numérique près; ou peut donc alors poser 



où ll^esl un polynôme déterminé cl X une quantité indépendante 

de x. 

3. Jo ne m'occuperai pas ici du problème qui consiste à trouver 
les valeurs des coefficients des polynômes 0„ et K,,, problème qui 
présente d'assez grandes difficultés et que j'ai déjà essayé de 
traiter, particulièrement dans deux Notes Sur la réduction en- 
fractions continues d'une classe assez étendue de fonctions et 
Sur le développement en fractions continues de e Fl '', publiées 
dans les Comptes rendus des séances de V Académie des Sciences 
(janvier iSt^). 

Je suppose cette équation formée. 

Cela posé, on sait que l'on a entre les termes de deux, réduites 
consécutives la relation 

Ci) . w /,-/» H? ,-A, 

A,j étant une quantité ne dépendant que du nombre n, et que, du 
reste, on peul choisir arbitrairement. 
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; rRAI.TLONS I.: 

Oa a de même 
et l'on déduit de là 

d'où, si l'on pose, pour abréger, 

les deux relations 

(5) /„+, - Q„-i/„ + P«-i/n-i = c 



(0) ?*w - Q^i/.-H Pm/m = o, 

où Q„ désigne no polynôme du premier degré en x. 

1] est à remarquer que, quand on se donne arbitrairement la 
quantité P„ en fonction du nombre entier n, les termes des ré- 
duites ne sont déterminés qu'à un facteur près purement numé- 
rique. Le signe des termes des réduites de rang impair demeure 
même indéterminé, car, en changeant te signe, on voit que, tontes 
les quantités A„ changeai!!, également de signe, l'„ conserve la 
même valeur. 

J'écris maintenant la relation (a) sous la Corme suivante : 

(U/„ + v ? „- w ? ' H )/„ + w/iî» = A„e„. 

En éliminant 8,, entre cette relation et l'identité (,-f ), il vient 

tw/; + e„/, i+l ) ? „ = f\v=;- u/„- v T „+ e B?B+1 )/«. 

On en déduit, en désignant par Q n un polynôme entier dont le 
degré est indépendant de n, les deux équations suivantes : 

(4) W lf ' n = U/, i +(VH-Q n ) Ç „-8 n! p B+1 . 

■i. Il s'agît maintenant de déterminer les polynômes Ù„ et Q„. 

À cet effet, je déduis de l'équation (7) la valeur de /", et je 

porte la valeur ainsi obtenue, ainsi que celle de/',, dans l'équa- 
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lion (3); après quelques réductions faciles, on obtient la relatïo: 

S*e n+ ,/, 1+! -e,ï(Q„+û, i+I -i-V)/ H +i 

+ [û o 0„(q b + V) + w<a'„e„- e;,a„) + wk„]/.= o; 

en la comparant à l'identité 

/*«-Q b / h -i+p»/. = o, 

on en déduit 

ïl„ 4 .,-i-Q„ +V 

(9) q.= "'^„; 

et 

(io) <i ;i e„(o„ + V)^\v(o;,e ;i — e;,i2„)-'r-\vK„— P^e^e,^, = o. 

Posons 



,/%• 



en remplaçant, dans l'équation précédente, il,, par cette valeur, 
on obtiendra, toutes réductions faites, l'équation 

„ 2 > „.w,, + („,_^)„„. 

qui ne diffère, on le voit, de l'équation (3) que par l'addition du 
terme 

_ p,,e„.6,^.| 

\v "■ 

a. Quand on se donne l'équation (3), comme 0„ n'est pas en- 
tièrement déterminé, je poserai, comme plus haut. 



, étant une quantité indépendante de x et inconnue 
L'équation (12) deviendra alors 



La forme du polynôme Q„ étant connue, on déterminera facile- 
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ment les coefficients inconnus de la fonction u, ainsi que la 
constante À 2 ; on choisira arbitrairement la valeur de ~k que l'on 
en déduit (si. l'on prenait la valeur qui est de signe contraire, cela 
n'aurait d'autre efl'ct que de changer les signes des termes des 
réduites de rang- impair), et la formule (ti) donnera la valeur 
de Q„. 

(.1- Comme application des formules qui précèdent, je prendrai 
pour exemple le développement de la fonction 

qui satisfait à l'équation différentielle 



et que j'ai étudiée dans une Note (') présentée récemment à la 
Société. 

Nous avons, dans ce cas, 

V = W = *, 

et l'équation différentielle à laquelle satisfait/,, es! 

wf+(x-i-\)y— ny = o. 

On en conclut que ïi H est une constante que l'on peut prendre 
égale à l'unité; je poserai 

P. = (!» + [)■. 

Les équations {7) et {9) deviennent respectivement 



[') Sur l'intégrale l —~~ {Bulletin de la Société mathemaliqite, t. VII. 
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].a formule (i/j) monlre, d'ailleurs, que 0„ est un polynôme du 
premier degré en x qui ne peut se réduire à une constante ; on 
en conclut que u est de la forme c**xP } où 7. est différent de zéro. 
L'équation (10) devient, dans ce cas, 






)■■(» + .)■ - 



en y substituant la valeur de n, on obtient, toutes réductions faites, 

Comme ?. est essentiellement différent de zéro, on en déduit 

et, en prenant la valeur négative de X, 
puis 






Les formules (14) et (i 5) donnent, par suite, 



d'où l'identité 



-<*j-n + i)-(*-t-»-i-»)_ 



/„„ = (r + ,.„ + 3)/,„-(n + .)■/.• 

Ce sonl précisément les relations que, par une voie diflcrenlc, 
j'avais trouvées dans la Noie citée plus haut. 
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SUR LA 

RÉDUCTION EN FRACTION CONTINUE 

ft'l'Klï FRACTION QUI SATISFAIT A UNE ÉQEATION LIHEAIRE DU l'RF.fllER ORDRE 
A COEFFICIENTS RATIONNELS. 



Je me suis déjà à plusieurs reprises occupé de celte question, 
notamment dans une Note insérée dans le Bulletin de la Soc. 
math. (t. VIII, p. ii); mais, bien que l'objet principal de mes 
recherches soit résolu par l'analyse que j'y ai employée, je n'ai 
pas énoncé explicitement le résultat et je demanderai la permis- 
sion de revenir sur ce sujet. 

Soit s une fonction, rîéveloppable suivant les puissances décrois- 
santes de x, qui satisfait à l'équation 

W«'= aVu-U, 

où U, V et W désignent des polynômes entiers; sa réduction en 
fraction continue se ramène à la icclierdu; de deux polynômes dont 
les coefficients dépendent du degré n du dénominateur /„ de la 
réduite de rang n et dont l'un ©„ est du degré de lu fonction 

1 -, l'autre £i„ étant d'un degré supérieur d'une unité. Ces 

polynômes soiu déterminés par les conditions suivantes, à savoir 
que û„ + a„ + , soit divisible par G H+1 et Û=— V 2 — P„ +l e„0 M+) 
par W; P„ + , désigne un coefficient variable avec n cl dont la 
valeur est prise arbitrairement; on a donc 

(i; °4- V — P„+,e n e n _i_, = 'WR, i 
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R- n et Q„ + | désignant deux polynômes entiers dont le dernier est 
du premier degré. Cela posé, on a les formules suivantes : 

Am-Q-/.-+-P»/-i = o 



(3) wfl„/;^[(îV + w')9»-we;]/;, 

+[e J .(Q«-Vj-e.(R,,-!-oi-V')]/i=o. 

Des relations (i) et {2) on déduit d'ailleurs l'identité 
e ; , + ,[(û,^,-Q„)Q„ +1 -(P„ + .,e, MÎ — P, ;+I e„)] = W(ÏW,-R„), 
qui se décompose en les deux suivantes 
(J,) (iWi— ti„)Q„,-,— (P,,^,0„ +ï — I , ,,_,e„)=\VT„ 

et 

(5) lï/H-i — R« = €)„+, T,„ 

où T„ désigne un polynôme entier. 

Comme application, soit d'abord ; = log-— — , d'où(i ~sc i )s'=f ) 
dans ce cas, W = t — .t 3 et V = 0. &„ est donc une constante a„ : 
je ferai P„ = n 2 et poserai ti„ = a„x + b n . L'équation (3) devient 

(>+*■)/;-»*./; -<r«+ *.)/.=■>. 

d'où l'on voit que R„=— n(n + [)-«„; l'identité (1) devient 
alors 

(a»wq- 6,)» -<* + !)■ »»«Wi = (*«-0<» , + »-*-«»); 

on déduit de là 6„ = o, r«j| — a„ — n{n + i)=o; ee qui donne les 
deux valeurs suivantes de (7,; : a,, = — « (nue discussion facile 
montre qu'elle doit être rejetée) et a„— 71-j-i; puis ensuite 
»raB„ + i = 1, d'où, si l'on prend cc = 1, a„= 1 et enfin, en verlu 
de la formule (2), Q„ + i = (a/' +3)^, ce qui donne la formule de 
récurrence /„ + , - (a,. + .)«/.+ »>/„-! = o. 

Soit, en second lieu, la fonction 5 = e ■' ,,ï , qui satisfait à 
l'équation 

on a, dans ce cas, 

W=a?» et V = #+£■. 
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& H est donc un polynôme du premier degré a.„x-\-$ rl et iï„ un 
polynôme du second degré ; je ferai P„ — i . Soû p le coefficient 
do ,r 2 dans Q„ ; l'équation (;) montre que p- est ic coefficient de x 
dans R„ et, en égalant à zéro le coefficient de x" + ' 2 dans le premier 
membre de l'identité (3), on obtient l'équation 

la racine p = n, comme on le prouve aisément, est à rejeter : on 
a donc 

p=_(B + l), 

et Q„ est delà forme —(■in 4- i).r'- -\- a„:c + b u . 

On tire de la relation (5) T„= -; et, la relation (4) mon- 
trant que Q H+ i est la partie entière du quotient de T„iC 3 par 
il, )+l — Q„, on en déduit 

L'identité (a) donne alors les relations 
(G) (»» + 3)P»m= ««.,!(*» H-»)a.-(a«-M)a M ] 

( 7 ) b lt+ i + b n = {aw-a n )[{in i-4)«*H-<aii + a)a.I. 
Enfin, de l'identité (a) on déduit les relations suivantes 

{8) «.«w=al-J{n + i)i.- ': 

(g) «.p^.+ P.»»*.!^»-.*.-»*-, 

(io) P B p BM =6S~^ s 

et 

a„ = (» + i)^-2(n + i)a„. 

Gela posé, on voit que, si l'on connaît les valeurs de a ln Çi„, a B 
et b n , les valeurs de a„ + , et de p„ + , pourront se tirer des formules 

(8) et (io); la formule (6) permettra ensuite de calculer a n+l , et 
la formule (7), ù ll+i . On saura donc calculer, de proche en proche 
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et par voie récurrente, les polynômes Q„, dont la valeur est don- 
née par la formule 

puis les dénominateurs et les numérateurs des réduites par les 

fm.'iniik's 

y-„«-Q„/„ --/„-, = ». 
?„,-q„?„+?.-, = o. 
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REMARQUES 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 

du skgom) ounnrc. 



IiuUet.ii> du In Soeie.lc lunthëmatiquc. de. France. 1. Mil; 187g. 

1. En désignant par P, Q, R des fonctions données de x 1 
par s et u des fonctions arbitraires de cette variable, posons 

p^ + Qj'-f-R* = Z 
et 

Pb' + q b ' + Rb= U. 

Si l'on pose, pour abréger, 
on déduit des équations précédentes 

= S(a»_»B-H-S'(iij'-«i.'), 
d'où, en intégrai)!, 

(A, /• S ' Z "- l ""''' = SC"'-"^ 

2. En particulier, si « désigne une solution de l'équation 
(1) l'j'-i Q/ + Hj = "■ 

on l'Identité suivante : 

Soil v une solution quelconque de l'équation (1); a désignai) 
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on paramètre arbitraire contenu dans les fonctions P, Q, R (c( 
paramètre peut, du reste, être la variable indépendante x elle- 
même), si l'on pose 



IdV „ dQ , dR \ 

Si, dans l'équation (B), on remplace z par -j- et Z par sa va- 
leur, il vient 

((j) J ÏÏ ^ T;7 ' + d a V ) \d* dw dtdm} 

3. En désignant toujours par u et i> deux solutions quelconques 
de l'équation (i), posons 

îl est aisé de voir que z satisfait à l'équation 

Ps° + Qz'-t-Rji= îPkV-Rmp: 
l'équation (B) donne, dans ce cas, la relation suivante : 

( D, f^I^r^'^^s^. 

i. Il serait facile de multiplier le nombre de ces formules ; je 
me contente ici de transcrire celles dont l'application est la plus 
fréquente, me réservant d'y renvoyer lorsque j'aurai à en faire 
usage dans les Communications que j'aurai l'occasion de présenter 
à la Société. 
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COUPURES DES FONCTIONS. 



Comptes rendus des aetinct'.i tic I' 'Aftli mit: ■'•:• Sricnces, t. XCIX ; 



Considérons l'intégrale double 

dont le champ est une aire A que, pour fixer les idées, je suppo- 
serai simple cL où f{x,y, :-) cl g(x,y) désignent des fonctions 
réelles qui, quel que soit z, sont finies et bien déterminées dans 
le champ d'intégration. 

Si, pour certaines valeurs de 3, la courbe g{x u y) = - traverse 
le champ d'intégration, l'intégrale devient infinie, et la fonction 
F (5), en général finie et déterminée, [jour coupure une portion 
K de l'axe des x. 

Soit AF la différence des valeurs de la fonction aux deux bords 
de la coupure, en sorte que, z désignant une des valeurs réelles 
pour lesquelles F(s) est discontinu et ), une quantité infiniment 
petite positive, on ait 

4F = Ffa-i-X») — F(> — \i)\ 

en employant la méthode donnée par M. H ermite dans le cas des 
intégrales simples, un calcul facile donne l'expression suivante de 
eelte différence 



i r 






i- doit être remplacé par sa valeur tirée de l'equatio] 
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grale s'étend Lotit Je long de la portion de celle courbe qui est 



être pris positivement. 

Soit, comme application, la fonction 

B(., ?; .,*i.)=.+ig,-^<'-">, 8( ; +i w... 

al, o(o + ,)4(S + i) 

qui, pour fc- = i, se rédoit à la fonction hypergéom 
F(», ?,«,*)■ 

Sous les conditions a > o, fi>o. « > a, fc > fi, on a 



rr^ 



-*yp-*(i — y'f-^-^dxdy 



La fonction G est ainsi définie pour loris les points du plan, sauf 
sur une coupure K allant du point + i au point -f- ao. 
Le long de celte coupure, on a 

r( .)r(S)r(n-»)r(t-ji) . 

rioi'l*) 



oùy doit être remplacé par — ; en posant x = — - — , l'éga- 
lité précédente devient 
r[.ir[jlr(.-.)rn- j) 

= ,«;<-(=-.)■■+* -M £ H-M(i-I)~« i|,-(,-^),p ?<(,, 
d'où 



JU " r(» + i.-«- l î)f(»)i'('?) 
( xa' .{^-i)"'-"-f-' F (*-",»-i i .« + S-»-(î,.-^). 

L'étude de la fonction G, lorsqu'on la prolonge d'une façon con- 
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liinie, se ramène donc à l'étude du prolongement dos fonctions 
élémentaires z''-, (i — ;■)"■ el de la fonction h/pcrgéoniélrique. 

Celle-ci est, d'ailleurs, un cas particulier de la fonction G; en 
faisant 6 = i . on a 

( AFrï '■! « -) - a^r( «) 

( >c ,i- ( ,_ l) ^H>F(i- ai i-p 1 i+ - 1 i-p,~. a ) ! 

formule qui, bien qu'établie sons certaines restrictions, subsiste 
pour toutes les valeurs de a, [3 et o. 
En particulier, on a 



la formule précédente donne 
d'ailleurs, un calcul direct donne 



La formule (i) donne, en permutant les lettres a et b, la rela- 
tion élémentaire fondamentale 

i F(ft-«,6-p,a-t-6-a-p,i--) 

et, en combinant cette relation avec la formule (2), on obtient 
aisément toutes les propriétés de la fonction F. 

On peut trouver une autre expression de AF; en désignant, en 
effet, par ni un nombre positif assez grand pour que m + a el 
m _|_ fi soient positifs et par F», l'ensemble des m premiers termes 
du développement de F (F,„ pent se réduire à sséro), on a l'identité 

, „ .,_.,.- + <•(«>-— ' 



/ 
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m CALCUL [NTÉOI.AL. 

qui définit la fonction F pour tous (es points do plan, sauf sur la 
coupure K. 

Elle suppose seulement i + a — 7. — |3 ]> o, et la formule con- 
nue (3) permet toujours, en introduisant un facteur de la forme 
(i — z)V-, de supposer que celle condition es!, remplie, 

La méthode de M. llermil.r: donne alors immédiatement. 



1P r(n-a-«-p)f(»)r(P) 
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POTENTIEL DE DEUX ELLIPSOÏDES. 



t. Je supposerai Ions les points de l'espace rapportés à trois 
uses rectangulaires passant par le centre du premier ellipsoïde. 
Soient 

A^+B^ + C^-i-aA^ + aB'î^ + sG'ay = i 

l'équation de la surface extérieure de ce corps, et V son volume. 
L'ellipsoïde étant supposé formé de couches homogènes con- 
centriques et îiomolhéliques à sa surface extérieure, je désignerai 
par fQ?) la densité de la couche dont la surface extérieure est 
déterminée par l'équation 

A^+ Bj«-f- Cs'-H aA>+ zB'zx-i- 1C.7 = X*. 

La fonclion /(À-) est une fonction quelconque, continue ou 
discontinue; je poserai 



en sorte que F(t) est une fonction paire de la variable. 
Pour abréger, en appelant iï le discriminant 



ABC + 


ïA'B'C — AA'* — BB'ï 


- CC'*, 


•>-——. 


4 ai - B ' , l 


,\D — C, 

= il 


,, JÏ'C— A,V 


rf- C'A'-BB' 


„, A'B'-CC 
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A (* - E)i + 15,0- - 'i)' ■+■ C (* - C)' ! 
+ »Ai(^-i|)(j-Ç)+aB' l (*-0(w-0-«-*GU*-î)<*-'SÏ=> 

l'équation de la surface extérieure du second ellipsoïde, en 
sorte que 

E. i. Ç 

désignent les projections sur les trois axes de la distance des 
centres des deux corps. 

, l'appcllrrai V^ son volume, et, en supposant que sa masse est 
c07uposée de couches homogènes concentriques et homothétiques 
;i la surface extérieure, en sorte que, sur la couche limitée par 
la surface, 

M» — l¥ ■+■ B»(J - - r,)* ■+■ C ( 3 - Ç)» 
la densité soity o (X a ), je poserai 

Je désigne par Q„, îloo, itt> , S», -V-.^ , ilï.j^ Z' n les quantités ana- 
logues à É2, -t., . . - , mais relatives au second ellipsoïde ; ainsi 
<>o = A B„Co H- aA' B; C; - A A' 3 - 1S<,B'„- — C C'f , 

j'appelle enfin i„ la quantité 



!î. Cela posé, le potentiel P des deux corps est détermim 
la relation suivante : 

P - il vv o /' +1 f 4_1 /" îr [-' ff>F,,(f„)fffrfvfo 
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Celte formule suppose s > o; si ^ ^= o, 1'inlégrale qui esl dans 
le second membre n'a plus de sens ; pour une valeur négative de ï, 
la formule donne une valeur égale et de signe contraire à celle du 
potentiel. 

i. Si les deux corps sont de révolution, A et A sont des carrés 
parfaits; l'expression précédente se réduit alors à la forme beau- 
coup plus simple 

p _ 9 Wi f" f hl f™ _ _ F (t)V„( t tl )dtdt a? _ 

3a« J_, y_, J *(ï + B*-Hii«M«K? + i(7| + p(+p e « )"'»?-»-T' + T,,'o 

où a, 3, y, a 0l JJ , y n désignent des quantités constantes; ce que 
l'on peut encore écrire 



KC 



¥it)¥(l„)dt.dt„ 



l, '^^{^^j t-\- -[«'«y- 



5. Dans le cas où les ellipsoïdes sont homogènes, en appelant 
respectivement o> cl w n leurs densités, on a 

F(f) = «(i -*») et F (M = »i(i-ïi). 

Dans le cas où les ellipsoïdes se réduisent a deux couches infi- 
niment minces, supposons que, lorsque t varie de o à i — s, la 
densité soit nulle et qu'elle soil égale à w quand ( varie de (i — s) 
a i, en supposant e infiniment petit, on a 

et, de même, 

F B (/,) = »«.«.; 

le potentiel a donc pour expression 

p _ i vv ' i < " i ' :: » r +J r +1 r" 1 _ _ dtdt a i h 

"^ jL, J_, J ^coso + ^sins + ï-^ï-WÏ'o' 

Il es! facile de voir que toutes les dérivées secondes de l*, 
prises par rapport aux variables ç, r,, -T sont des fonctions algé- 
briques do ces variables ei des coefficients des équations des sur- 
faces des ellipsoïdes. 
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On a, par exemple. 



d^> = pW^m^s, r + ' /•+' /- 3TT 



J„ (^cosç + tijsinijH-C — * /A~* /i*)* 
on, en effectuant les intégrations relatives à ( cl à t„, 

ifP oVV„mo u ss f 

«$«* ; 

J u 1^0039 + ^sino + O 1 — »<A-A.)(* 1 6eiM 9 + in»inf-l-i:)«-KA— A,)» 

expression qui, comme on le sait, est une fonction algébrique des 

coefficients de la quantité placée sons le signe f- 

Il en résulte que chacune des trois dérivées premières de P 

dP dV dP 
d\' rfi)' d\ 

s'obtiendra en intégrant une fonction algébrique. 

6- L'expression du potentiel, donnée ci-dessus, conduit aisé- 
ment à son développement suivant les puissances de 



En développant la quantité sous le signe /suivant les puis 
décroissantes de 






33U „ = ,''-' -'- ^ (•■Scos ? - 1 -*r J .m T - ( -Ç)«+-' "' 

11 est à remarquer que, F(i) étant une fonction paire de / et 
F(/„) une fonction paire de t , les intégrales 

f V(t)iv-dt, f F„(t a )t$di„ 
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Le terme général du développement de P sera doi 
cm- numérique près, 



en effectuant les intégrations par rapport à t et à t B , on devra 
laisser de côté, dans le développement du numérateur, tous les 
termes qui renferment des puissances impaires de I. et de l„, 
en sorte que ce terme peut se mettre sous la forme suivante 

f" »(»in y,cM ? )<fr 

où '!> désigne une fonction entière de siu» et de cos'f. 

Une telle intégrale peut s'exprimer au moyen des dérivées par- 
tielles par rapport à %, t\ et Ç de 



V^ 



on peut encore l'obtenir en dévelop 

l'onciion 



suivant les sinus et cosinus des multiples de l'angle ip. 

Le développement de celle fonction a élé donné par Jacobi. 

7. Les résultats résumés dans celte Note s'obtiennent, de la façon 
la plus simple, en décomposant les ellipsoïdes considérés en tran- 
ebes infiniment minces comprises entre deux plans infiniment voi- 
sins parallèles au plan 

10 ix eosep -+- iy simp -+- s = o. 

Ces plans sont évidemment imaginaires, et il semblerait d'abord 
que celte décomposition ne présente aucun sens; mais il résulte 
des principes posés par M. Ilermile dans sa théorie des coupures 
des intégrales définies que, si l'on effectue les calculs en donnant 
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à i une valeur réelle, les résultais obtenus sont encore valables en 

J'ajouterai une dernière remarque pour montrer comment le théo- 
rème cie Maclaurin résulte aisément, non seulement du résultat 
final du calcul, mais encore de la marche môme suivie pour ell'ec- 
Uicr les intégrations. 

Tous les plans parallèles au plan (i) sont des plans isotropes 
et, pour déterminer les limites des intégrations relatives à tel à t . 
il suffit de déterminer ceux de ces plans qui sont tangents à chacun 
des ellipsoïdes. 

Comme » prend toutes les valeurs possibles de o à 2T, on a 
donc à considérer tous les plans isotropes qui touchent chacune 
ries surfaces; deu\ surfaces homofocales du second ordre tou- 
chant les mêmes plans isotropes, il en résulte immédiatement 
que le potentiel n'est modifié que par l'introduction d'un facteur 
constant, lorsqu'on remplace un des ellipsoïdes par un ellipsoïde 
ho m o focal, 

Ainsi qu'il est facile de le vérifier, l'expression i a la même 
valeur lorsque l'on considère plusieurs ellipsoïdes hornofocaux. 
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Mil I \ MEMOIRE DE I 11,1 llllll 



LES EQUATIONS ALGEBRIQUES; 



En étudiant lo beau Mémoire qui a paru dans les Nouvelles 
Annales de Mathématiques, 2° série, t. XIX, 1880, sous 3e titre; 
Sur une méthode pour obtenir, par approximation, les racines 
d'une équation algébrique qui a toutes les racines réelles ('), 
j'ai été amené à établir les résultais auxquels l.aguerre ( 3 ) est par- 
venu sur ce sujet, importa ni par une méthode diOerentc de la sien no 
et plus directe. C'esl l'objet des considérations qui vont suivre : 

I. Soit /(x) = o une équation de degré n dont les racines, 

a , b, ■ . -, l, soient toutes réelles. .1 envisage la somme s- y métrique 

5 ~ {»-«)! "" (ar-éj* +■■•+ (3; _- os • 

où £ et q' sont également dos quantités réelles, et je remarque 
qu'on en obtient facilement l'expression, si l'on décompose chacun 
de ses termes en fractions simples, par rapport à la quantité a. 
en écrivant, par exemple, 

-a)(j'-«)_ iî-gj(S'-g) , j + g-ag 









-<■>' 
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suffit. 


en 


effet. 
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;i'e ei kj travaux, par M. Eugùnc lîouchc, 
licolo Pulylccluiiijuc, Professeur nu Conscrvntuir 
/ de l'École Polytechnique, LVP Cahier; 188G), 
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Cela étant, j'observe qu'on ne peut avoir S = o, qu'autant que 
les numérateurs, (£_«)(£'_«), (\ — &)(£' — b), ... ne seront 
pas toits de même signe. Il est donc nécessaire, d'après les pro- 
priétés du trinôme du second degré, qu'une partie des raisons, 
a, b, . . . , se trouve dans l'intervalle compris entre ij et £', et les 
autres en dehors de eet intervalle. Par là est établie la proposition 
ainsi énoncée par Laguerre : 

Si l'on désigne par x une quantité réelle quelconque, les 
nombres £ et !*' qui satisfont à la retalion 

(*-*)(*'-*)(/'*-//•) + (£- ?)// + np=o : 

et dont l'un est arbitraire, séparent les racines de V équation 
/(X) = o. 

am -tf^H^)v.-(!^)'. 

et je considère ['équation suivante du second degré en X : 

■-(£ï)« 

Il est clair que le premier membre est positif pour X = a, b, . . . , / 
et prend une valeur négative très grande pour X voisin de x. 
Admettant donc que x tombe dans l'intervalle de deux racines 
consécutives, que je désigne par a et b, en supposant a < b, le 
premier membre de l'équation considérée ayant des valeurs de 
signes contraires quand on fait successivement X = a, X — x, 
puis X = x, X = b, on voit que les racines, X', X", sont com- 
prises, l'une entre a et x, l'autre entre x et b. 

Ce point établi, Laguerre recherche, en disposant de la quan- 
tité £, qui est arbitraire, les valeurs de X' et X" qui se rappro- 
cheront le pins de a et /;; voici comment il procède. 
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II. Reprenons l'ccuialion 
en employant l'expression de S lorsqu'on y suppose £ = ç', à 

, (S -*■>■ tf-ff) <-m -r-i/r-t- »/■ 

5- j; , 

(S-*) 1 (/'■-//"> + a <;-*>//'+ »/'-(i=i/)" = o. 

Cela étant, Laguerre se borne à dire succinctement que les 
valeurs extrêmes de X s'obtiendront en exprimant que ic tri- 
nôme du second degré en £, qui l'orme le premier nombre, a ses 
racines égales. On regrettera, sans doute, que l'éminent géomètre 
ne se soit pas étendu davantage sur ce point essentiel, et qu'on 
n'ait pas suffisamment la trace des idées qui l'ont conduit à la 
découverte d'un résultat important, dont il a fait des applications 
nombreuses et extrêmement remarquables [Unis l'équation en X, 
à laquelle il parvient, peut être étudiée en elle-même, indépen- 
damment du procédé qui y a conduit : c'est ce que je vais faire en 
me proposant ainsi d'établir directement sa propriété caracté- 
ristique. 

Soit, pour un moment, £ — x=Ç; le premier membre de 
l'équation précédente devient 

(/' 1 -//')C î +V/'ï + «/ s -(-^x+/) s ; 

c'est une expression du second degré, en £, àc la forme 

iï'+sBï+C-(in: + n)»; 
ni la condition d'égalité des racines est: 

15*— AC-f- i«i-ïBfl!« hC«i" = .,: 
de là résulte l'équation que nous avons à considérer 
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positive lorsqu'on y remplace X par une quelconque des racine 
de l'équation f[x) = o. Soit a celte racine; je divise par le fac 
leur positif; r— ^ ce qui donne l'expression 

cela étant, je mets en évidence les quantités 

"b 

en employant les relation* 

y = A + B+ ... +L, 

£ = s(ÀB + AC+...). 

Désignons, dans ce but, par U, V, W la somme des m — 
quantités B, C, . . ., L, la somme de leurs carrés et celle de leur 
produits deux à deux. On aura ainsi 



7= A + U < 



W, 



V + îAU + îW, 
J~ 

el, en substituant, nous trouverons 

(„_a)(Ai-+V-t-2AU-(-4W) — a(n— i)(AU+W) 

+ »{A>+AU)- «A* = («— a)V— jW, 

C'est bien une quantité positive, représentée, comme on le voit 
facilement, par la somme des carrés des différences deux à deux 
des n — i quantités B, C, . . . , L. Je remarque ensuite qu'un 
supposant X = X on a un résultat négatif; nous avons donc cette 
conclusion que, si l'on désigne par a et b deux racines consé- 
cutives qui comprennent x dans leur intervalle, une racine X' de 
l'équation de Laguerrc est entre a et x, et l'autre X" entre x et b. 
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. _ -f±y\„-iï\û,- t ).n-nff'-\ 
X - w nf 

et puisque, dans l'hypothèse admise, les deux solutions sont de 
signes contraires, la racine positive qui donne X"- — x s'obtiendra 
en prenant le radical avec le signe de/. 

Le résultat que nous venons de démontrer a conduit Lyguerre 
à de nombreuses conséquences, parmi lesquelles je signalerai 
celte formule ■■ 



r.-\-(x-v) 



\^¥ 



qui représente avec une grande approximation, au moyen d'une 
expression algébrique, la transcendante cos — > quand la variable 
est positive et inférieure à l'unité. Voici maintenant une considé- 
ration nouvelle que suggère l'analyse précédente. 

III. Je reprends l'équation du second degré 

[(n _ 2)/ ._ ( „ -,)//"] (X -x r-*ff(X- x )-np= a . 
cl je la généralise de la manière suivante : 

en désignant par a, [3, y, S des constantes dont la dernière devra 
être positive, afin que le premier membre soif, négatif pour X = x. 
Cela étant, je cherche sous quelles conditions il sera positif 
lorsqu'on remplace X par l'une quelconque des racines de l'équa- 
tion /(x) = o, ou bien en faisant comme plus hautX = «. On 
est ainsi conduit, si l'on conserve les notations précédemment 
employées, à la forme quadratique 

3(A*+V + 2,\U +aW)- ap(AU -+-W) + a T (Aa+ AU) — 3A' 
= ( a + aï _ S ) A«+ 2{a - ? + v) AU - o. Y + a( Q - P)W, 

représentant le résultat de la substitution, qui devra être définie 
et positive. Un cas facile s'offre si l'on a -j. — fi -f- y = o ; il suffira 
alors do poser a-p-ay — 3>o et d'exprimer que la forme i> 
a — i indéterminée aV+2(a — P)W est elle-même définie et 
positive. Les conditions à remplir sont alors que '/. cl la suite des 
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soient tous positifs. Au moyen des transformations élémentaires 
on trouve facilement les expression? explicites de ces détermi- 
nants, et l'on obtient les inégalités 

x>o, P(«-p)>o, p«(3«-ap»o 

p-i[ t »_0«-< B _ 2 )P]>o. 

On en conclut que a et j3 doivent être positifs et assujettis à 
cette seule et unique condition 

(n-0«-(»-a)p>o 1 
c'est-à-dire 

Nous voyons ainsi que, dans la méthode d'approximation de 
Laguerre, l'équation dont il fait usage, 

Hn-i)f-{n-*)/J'KX-xr-*ff(X.-*)-nf'=o, 
peut être remplacée par cette autre, 

(«/''- p//')(X- 2 )'- a ( -P)//'(X- a; )-B/« = û, 
x, p et S étant des quantités positives, telles qu'on ait 

P<GS)*' S <» + "7. 

ou encore S < 2 [i — a, puisqu'on a supposé a — j3 -+- f = o. 

Voici maintenant quelques remarques au sujet de cette équa- 
tion. 

Je ferai d'abord, afin de la réduire à sa forme la plus simple, la 
supposition de y — o, qui donne a — £1; on aura aussi la condi- 
tion S < m; cela étant, nous trouvons la formule suivante : 



<VL-' 



C'est précisément, pour le cas limite de = 9 
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remarqué pur Lagncrrc au début de son Mémoire, et qui a été le 
point de dépari de tout son travail. 

Proposons-nous ensuite cette question, qui se présente d'elle- 
même, de disposer de a et [3, en supposant, comme on le peut, 
3=i, de manière que les quanti lés X' et X" approchent, autant 
que possible, des deux racines consécutives a et b de l'équation 
proposée f{x) = o. On y parviendra évidemment en rendant 
maximum la différence 

lorsque a et p 1 prennent toutes les valeurs positives sous les condi- 
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II convient, pour traiter la question, de représenter géométri- 
quement ces conditions en considérant a. et j3 comme l'abscisse et 
l'ordonnée a: ely d'un point rapporte à des coordoi 
gulaires. Cela étant, je construis les droites 

qui se coupent en un point ayant, pour coord. 



Soit A ce point, AM et AN les portions indéfinies des deux 
lignes, dirigées dans le sens des abscisses positives; on voit faci- 
lement que l'on doit considérer tous les points renfermés dans 
l'angle MAN, dont les coordonnées sont positives et vérifient les 

éuiilitf's proposées. 
Soit, maintenant. 

*f*-yfr 

m étant une constante que nous ferons varier afin d'en obtenir le 
maximum. Pour chaque valeur de m, on obtient une hyperbole 
dont l'équation peut s'écrire de lu manière suivante, si l'on pose 

.-/£. 

' /' ' 
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